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Resumo. Este artigo apresenta um método estatistico de classificacdo de padrdes comumente utilizado
e baseado na Regra de Bayes. A apresentacdo de um exemplo de solucdo de problema de classifi-
cagdo/predicdo comprova a simplicidade e eficiéncia do método.
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1 Introducéo

Com o desenvolvimento crescente do uso de computa-
dores e sensores de baixo custo para coleta de dados,
ha uma grande volume de dados sendo gerados por sis-
temas fisicos, bioldgicos e sociais. Tais dados pronta-
mente disponiveis podem ser usados para derivar mode-
los pela estimacdo de relagdes Uteis entre varidveis do
sistema (isto é, dependéncias entrada-saidas desconhe-
cidas).

Um método de aprendizagem é um algoritmo (usual-
mente implementado em software) que estima um ma-
peamento desconhecido (dependéncia) entre entradas
do sistema e saidas baseado nos dados disponiveis, isto
é, nas amostras (entradas, saidas) conhecidas [1]. Uma
vez que a dependéncia tem sido estimada, ela pode ser
usada para a predi¢do das saidas futuras do sistema ba-
seado nos valores de entrada conhecidos.

Em estatistica, a tarefa de aprendizado preditivo (ba-
seado nas amostras) é chamado estimacao estatistica.
Ela resulta das propriedades de estimacdo de alguma
distribuicdo estatistica (desconhecida) tendo como base
as amostras conhecidas ou dados de treinamento. Infor-
magdes contidas nos dados de treinamento (experién-
cias passadas) podem ser usadas para responder questdes
sobre amostras futuras.

Neste artigo, é apresentado o método de classifi-
cacdo estatistico baseado na Regra de Bayes. E consi-

derado que as entradas sdo independentes entre si, 0 que
na maioria dos problemas préaticos nédo € verdade (dai o
nome naive ou ingénuo). Esta suposic¢do simplifica a
abordagem do problema de classificacdo sem compro-
meter significativamente a precisdo do resultado. Um
exemplo simples de aplicagdo do método é mostrado
utilizando dados nominais.

2 Conceitos Basicos de Probabilidade

Para um melhor entendimento do contetido do artigo, é
apresentado um resumo dos principais conceitos e méto-
dos de andlise das variaveis aleatorias.

2.1 Experimento aleatério

Um experimento aleatorio é aquele no qual o resultado
varia de modo imprevisivel, quando é repetido nas mes-
mas condigdes [3].

2.2 Variavel aleat6ria (v.a.)

E uma fung&o que associa um ndmero real X (¢) a cada
aparecimento £ no espaco de amostragem do experi-
mento aleatorio [3]. E comum representar uma varié-
vel aleatoria por uma letra maitscula (como X, Y, W)
e qualquer valor particular da variavel aleatoria por uma
letra mindscula (tal como z, y, w).



Uma variavel aleatdria pode ser considerada uma
funcdo que mapeia todos elementos do espaco de amos-
tragem (coisas) nos pontos da linha real (nimeros) ou
alguma parte dela [3]. Mais de um ponto do espaco
amostral pode ser mapeado em um mesmo valor da va-
ridvel aleatoria.

2.3 Probabilidade

Para definir probabilidade pode-se analisar o experimento

de se jogar um dado (cubo com 6 faces numeradas) e
observar o nimero que aparece em sua face superior.
Existem seis nimeros que podem ser o resultado. Pode-
se assim definir dois conjuntos para este experimento:
0 conjunto de todos os possiveis resultados e o conjunto
das possibilidades de ocorréncia dos resultados. O con-
junto de todos os possiveis resultados é chamado de es-
paco amostral, simbolizado como S. Todo experimento
possui 0 seu espago amostral.

Um evento é definido como um subconjunto do es-
paco amostral. No exemplo de se jogar um dado, pode-
se definir o evento “resultar em um ndmero impar”.
Este evento é um conjunto com trés elementos.

Para cada evento definido em um espago amostral
S, deseja-se atribuir um nimero néo negativo chamado
probabilidade. Probabilidade é uma funcéo dos eventos
definidos. A notacdo adotada é P(A), para “a probabi-
lidade de ocorréncia do evento A”. Dois axiomas im-
portantes dizem que: P(A) > 0e P(S) = 1, 0u seja, a
probabilidade de ocorréncia de qualquer evento é sem-
pre maior que zero (e menor que 1) e a probabilidade de
ocorréncia de um evento definido como sendo o espaco
amostral S é sempre 1 [3]. Em termos gerais, a pro-
babilidade de ocorréncia de um evento A, P(A), sera
igual ao nimero de ocorréncias do evento A (n 4) divi-
dido pelo nimero de ocorréncias total (/V), do espaco
amostral (Equacéo 1) [5].

P(4)="4 M

2.4 Probabilidade condicional

Define-se a probabilidade condicional de um evento A
tendo ocorrido um evento B (com probabilidade dife-
rente de zero) como sendo [3] mostrado pela Equacéo
2.

P(AN B)

P(AIB) = =55

O]

onde P(ANB) é a probabilidade de ocorréncia simultanea

dos eventos A e B, isto €, probabilidade conjunta de A
e B (também descrita simplesmente como P(A, B)).

Para P(A) # 0, pode-se escrever também:

(BN A)

P(BIA) = Z 5 ©

Combinando as Equacfes 2 e 3 tem-se a principal
forma do teorema de Bayes mostrado na Equacéo 4.

A|B)P(B)

p(B|4) = 2L s @

2.5 Independéncia estatistica

Dois eventos (A e B) sdo estatisticamente independentes
se a probabilidade da ocorréncia de um evento ndo é
afetada pela ocorréncia do outro evento. Matematica-
mente, isto é descrito pelas Equacfes 5 e 6.

P(B|A) = P(B) ®)

P(A|B) = P(A) (6)

Independénciatambém significa que a probabilidade
da ocorréncia conjunta (intersecéo) de dois eventos deve
ser igual ao produto das probabilidades dos dois eventos
(Equagéo 7).

P(ANB) = P(A)P(B) )

2.6 Funcéo de distribuicdo de probabilidade

Funcéo distribuicdo de probabilidade acumulativa (tam-
bém chamada de cdf, por sua abreviacédo, do inglés cu-
mulative probability distribution function) de uma vari-
avel aleatéria X, denotada por Fx (z), é definida como
sendo a probabilidade P{X < z} (Equagdo 8). A
funcéo distribuicéo é uma fungéo de z [3].

Fx(z) = P{X >z} ®)

O argumento x pode ser qualquer nimero variando
de —oo até +oo.

2.7 Funcéo de densidade de probabilidade

Funcdo densidade de probabilidade (também chamada
de pdf, por sua abreviacdo, do inglés probability den-
sity function) de uma variavel aleatdria X, denotada por
fx (z), é definida como sendo a derivada da funcéo dis-
tribuicdo [3] (Equacéo 9).

_ dFx (.’IT)

Ix(@) dx

©)



2.8 Valor médio de uma variavel aleatoria

O valor esperado (E) ou média (X) de uma variavel
aleatéria X é definida como mostrado pela Equacédo
10. A média aritmética de um grande nimero de ob-
servagdes independentes de uma variavel aleatéria X
tendera a convergir para E(X).

+oo
B(X) = / Efx(€)de

(10)

3 Sistemas de Aprendizado

As tarefas especificas de aprendizagem séo:

e Classificacdo: reconhecimento de padrdes ou esti-
macao de fronteiras (limites) de decisdo de classe.

e Regressdo: estimacdo de fungdes continuas desco-
nhecidas de dados ruidosos.

e Estimaco: de densidade de probabilidade das amos-

tras.

Em sistemas de aprendizado, existem o0s seguintes
estagios de operacao:

o aprendizagem/estimacao (baseado nas amostras de
treinamento).

e operagdo/predicao quando predi¢des sdo feitas para
futuro ou amostras de teste.

Aprendizado supervisionado é usado para estimar
um mapeamento (entrada/saida) desconhecido baseado
em amostras (entrada/saida) conhecidas. Classificacdo
e regressdo sao exemplos de tarefas deste tipo. O termo
supervisionado denota o fato que valores de saida para
amostras de treinamento séo conhecidos.

Em aprendizado nédo supervisionado, apenas amos-
tras de entrada sdo dados ao sistema de aprendizado, e
ndo h& nogdo da saida durante aprendizado. O objetivo
do aprendizado ndo supervisionado pode ser estimar a
distribuigéo de probabilidade das entradas ou descobrir
uma estrutura natural (isto €, agrupamentos) nos dados
de entrada.

A distincdo entre aprendizado supervisionado e ndo
supervisionado esta no nivel da declaracdo apenas do
problema. Isto ndo implica que métodos originalmente

desenvolvidos para aprendizado supervisionado ndo possa

ser usado (com pequenas modificacBes) para tarefas de
aprendizado ndo supervionado, e vice-versa.

O problema de aprendizagem/estimacdo de depen-
déncia dos dados € apenas parte do procedimento ex-
perimental geral para tirar conclusbes dos dados. O
procedimento experimental geral adotado em estatistica
cléassica envolve as seguintes etapas:

1. Declaracdo do problema.

2. Formulagdo de hipéteses: especifica uma depen-
déncia desconhecida a qual é para ser estimada dos
dados experimentais.

3. Geracédo de dados/Projeto do experimento: artifi-
cial, natural, observado, controlado.

&

Coleta de dados e pré-processamento: escalona-
mento, codificagéo.

5. Estimacdo do modelo: predi¢do precisa, capaci-
dade de generalizag&o.

6. Interpretacdo do modelo/esbogo das conclusdes.

O modelo resultante ndo podera ser valido se os da-
dos ndo sdo informativos ou a formulagéo do problema
ndo é estatisticamente significativa.

3.1 Dependéncia Estatistica

Inferéncia estatistica e sistemas de aprendizado estdo
interessados em estimacdo das dependéncias nao co-
nhecidas escondidas nos dados como mostra a Figura
1[1].

X ———»
Sistema = W
z -

Figura 1: Um sistema com entradas-saida

O objetivo do aprendizado preditivo é estimar de-
pendéncias ndo conhecidas entre as varidveis de entrada
(x) e a saida (w), de um conjunto de observacdes pas-
sadas de valores (x,w). O outro conjunto de variaveis
rotuladas z denotam todos outros fatores que afetam a
saida mas cujos valores ndo sdo observados ou contro-
lados. Portanto, o conhecimento de valores de entrada
observaveis (x) ndo especificam unicamente as saidas
(w). Esta incerteza nas saidas refletem a falta de co-
nhecimento dos fatores ndo observados (z), e isto re-
sulta em dependéncia estatistica entre os dados obser-
vados e saidas. O efeito de entradas ndo observéaveis
(2) pode ser caracterizado pela distribuicdo de proba-
bilidade condicional p(w|z), o qual denota a probabili-
dade que w ocorrera dado a entrada x.

3.2 Aprendizado adaptativo

Com amostras finitas, é sempre melhor resolver dire-
tamente um exemplo particular do problema de apren-
dizado do que tentar resolver um problema mais geral



(e muito mais dificil) de estimacdo de densidade con-
junta (entrada, saida) [1]. Os métodos classicos po-
dem n&o ser apropriados para muitas aplicaces porque
modelamento paramétrico (com amostras finitas) im-
pdem muitas suposicOes rigidas sobre a dependéncia
desconhecida; isto especifica sua forma paramétrica. Isto
tende a introduzir grande polarizagdo no modelamento,
isto &, a discrepancia do modelo paramétrico assumido
e a (desconhecida) verdade.

Iqualmente, métodos ndo paramétricos classicos tra-
balham apenas em casos assintéticos (tamanho das amos-
tras muito grande).

As limitacGes da abordagem classica providenciam

motivagao para métodos adaptativos (ou flexiveis). Méto-

dos adaptativos conseguem maior flexibilidade por es-
pecificando uma larga classe de fun¢des de aproximacéo
(do que métodos paramétricos). O modelo de predicdo
é entdo selecionado desta larga classe de funcBes. O
principal problema torna-se escolher o modelo de com-
plexidade 6tima (flexibilidade) para os dados finitos a
disposicéo.

Aprendizado é o processo de estimar uma depen-
déncia (entrada, saida) ou estrutura desconhecida de um
sistema usando um limitado nimero de observagdes. O
cenario geral de aprendizado envolve trés componentes:
um gerador de vetores de entrada aleatorio, um sistema
que retorna uma saida para dado vetor de entrada, e a
maquina de aprendizado a qual estima um mapeamento
(entrada, saida) desconhecido do sistema baseado nas
amostras (entrada, saida) observadas (veja Figura 2).

N
Gerador X Maguinade = W
de amostras Aprendizado
Sistema w
Z ———»

Figura2: Um sistema de aprendizado com entradas-saida

O gerador produz vetores aleatérios z € R tirados
independentemente de uma densidade de probabilidade
fixa p(z), a qual é desconhecida. Em geral, 0 mode-
lador (maquina de aprendizado) ndo tem controle sobre
quais vetores de entrada sdo fornecidos ao sistema.

O sistema produz um valor de saida w para todo ve-
tor de entrada x de acordo com uma densidade de pro-
babilidade condicional p(w|z), o qual é também des-
conhecido. Esta descricdo inclui o caso especifico de
um sistema deterministico onde w = f(z), e também o
caso da formulacéo de regresséo de w = f(x) +¢, onde
€ € um ruido aleatdrio com média zero. Sistemas reais
raramente tem saidas aleatdrias verdadeiras; entretanto

eles geralmente tem entradas ndo medidas (z). Esta-
tisticamente, o efeito da variacdo das entradas ndo ob-
servaveis (z) na saida do sistema pode ser caracterizado
como aleatorio e representado como uma distribuicdo
de probabilidade.

No caso mais geral, a maquina de aprendizado é ca-
paz de implementar um conjunto de fungdes f(x,w),
w € W, onde W é um conjunto de pardmetros abstratos
usados apenas para indexar o conjunto de fungdes. Na
formulacéo o conjunto de fungdes implementadas pela
maquina de aprendizado pode ser qualquer conjunto de
funcdes, escolhidos a priori, antes do processo de infe-
réncia formal (aprendizado) ser iniciado.

O problema encontrado pela maquina de aprendi-
zado é selecionar uma fungdo (do conjunto de funcGes
que ele suporta) que melhor aproxima a resposta do sis-
tema. A maquina de aprendizado é limitado a observar
um ndmero finito de exemplos (n) em ordem para pro-
duzir esta selecdo. Estes dados de treinamento como
produzidos pelo gerador e sistema serdo independentes
e identicamente distribuidos de acordo a funcéo de den-
sidade de probabilidade conjunta (pdf):

p(x,w) = p(x)p(w|x)
As amostras finitas (dados de treinamento) desta distri-
buicéo é indicada por:

f(xi7w’i)7 (Z = 17 Jn)

4 Regra de Bayes

Suponha que se conheca a probabilidade prévia (a pri-
ori) P(w;) e a densidade condicional p(z|w;) para j =
1,2. A densidade de probabilidade conjunta de se en-
contrar um padréo que é da categoria w; e possui carac-
teristica de valor 2 (ou seja: p(w;, x)), pode ser escrito

de duas maneiras, mostradas na Equacgéo 11 [2].
p(wj, x) = P(wj|z).p(z) = p(x|w;).P(w;) (11)

Rearranjando a Equacéo 11, obtem-se a chamada
férmula de Bayes (Equacéo 12).

(z|w;).P(w;)

Plwl) = FES (12)
onde para o caso de duas categorias:
2
p(x) =Y p(zlw;).P(w;) (13)

=1

A férmula de Bayes pode ser expressa informal-
mente em palavras como:

verossimilhanca X prévio
evidéncia

posterior = (14)



A férmula de Bayes mostra que observando o valor
de = pode-se converter a probabilidade a priori P(w,)
para a probabilidade a posteriori P(w;|x) - a probabi-
lidade do estado natural de w;, dado que o valor z da
caracteristica tem sido medido. Chama-se p(z|w;) a
verossimilhanga de w; com respeito a =, um termo es-
colhido para indicar a categoria w; para qual p(z, w;)
€ maior e mais parecida para ser a categoria verdadeira.
O fator evidéncia, p(x), pode ser visto meramente como
fator de escala que garante que a probabilidade poste-
rior soma para 1.

Tendo-se uma observagdo z para qual P(wq|z) é
maior que P(wz|x), poderia-se naturalmente ser incli-
nado a decidir que o estado natural real é w;. Quando
observa-se um z particular, a probabilidade do erro de
classificacéo é dada pela Equacéo 15.

se decidir por w,
se decidir por w;

P(w|z)

P(ws|z) (15)

P(errolz) = {

Para minimizar a probabilidade do erro, a regra de
decisdo de Bayes torna-se:

o “Decidaw; se P(wi|z) > P(wz|z), sendo decida

wa.
Entéo:

P(errolz) = min[P(wi|z), P(wz|z)] (16)

Ou a seguinte regra de deciséo equivalente:

e “Decida w; se p(z|wy).P(wy) > p(z|ws).P(ws)
caso contrario decida w,.”

4.1 Regra Naive de Bayes

Quando as relacdes de dependéncia entre os dados de
entrada utilizadas por um classificador sdo desconhe-
cidas, geralmente procede-se por tomar a simples su-
posicéo de que os dados sdo condicionalmente indepen-
dentes dado a categoria. Assim, dados:

T = (3317 sy md)T

entao:
d

plalw;) = [ pla:lw;)

i=1

(17)

Esta férmula aplicada a Equacéo 12 é a tdo chamada
regra naive de Bayes. Na pratica, geralmente apresenta
bons resultados, como é exemplificado a seguir.

4.2 Exemplo de emprego da Regra de Bayes

A Tabela 1 mostra distribuicbes de frequéncia para a
afinidade entre as caracteristicas e a classe no conjunto
de dados do Jogo de Ténis [4]. Desta tabela, é facil cal-
cular as probabilidades necessarias para aplicar a Regra
Naive de Bayes.

As probabilidades para caracteristicas nominais sdo
estimadas usando contagem de frequéncia calculadas
dos dados de treinamento. Qualquer frequéncia zero
sdo recolocadas por % como a probabilidade, onde m
€ o nimero de exemplos de treinamento. Assim, obtém-
se as Tabelas 2 a 5 a partir da Tabela 1.

Imagine acordar de manh@ e desejar determinar se
0 dia é apropriado para um Jogo de Ténis. Notando
que o tempo esta ensolarado, a temperatura esta quente,
a humidade é normal e o vento é fraco, aplica-se as
Equacfes 17 e 12 e calcula-se a probabilidade posterior
de cada classe (ignorando o fator evidéncia), usando
probabilidades derivadas das Tabelas 2 a 5:

p(naojogar|ensolarado, quente, normal, fraco) =
p(naojogar) x p(ensolarado|ndojogar) x
p(quente|nd@ojogar) x p(normal|n@ojogar) x
p(fracolnaojogar) =

S5 .32, nz2

145 55 8

X
0.0069

p(jogar|ensolarado, quente, normal, fraco) =
p(jogar) x p(ensolarado|jogar) x
p(quente|jogar) x p(normal|jogar) x

p(fraco|jogar)

9 2 2 6 6
ZXSXZX=X=—=

4 9 9 9 9
0.0141

Assim, neste dia € recomendavel jogar ténis.

Devido a suposi¢do que os valores das caracteristi-
cas sdo independentes dentro da classe, o classificador
naive de Bayes apresenta uma performance de predicéo
desfavoravelmente afetada pela presenca de atributos
redundantes nos dados de treinamento. Por exemplo,
se ha uma caracteristica X que é perfeitamente correla-
cionada com uma segunda caracteristica Y, entdo tra-
tando elas como significados diferentes de X ou Y, tem
o dobro do efeito na Equacdo 12 do que ela poderia ter.
Assim, moderadas dependéncias entre as caracteristi-
cas resultardo em impreciséo na estimacdo da probabi-
lidade, mas as probabilidades ndo séo tdo fortes para
resultar no incremento do erro de classificacéo.



Tabela 1: Dados do Jogo de Ténis

Caracteristicas
Exemplo Tempo Temperatura | Humidade | Vento | Classe
1 | ensolarado quente alta fraco | ndo jogar
2 | ensolarado quente alta forte | ndo jogar
3 | nublado quente alta fraco jogar
4 chuva média alta fraco jogar
5 chuva frio normal fraco jogar
6 chuva frio normal forte | ndo jogar
7 | nublado frio normal forte jogar
8 | ensolarado média alta fraco | ndo jogar
9 | ensolarado frio normal fraco jogar
10 chuva média normal fraco jogar
11 | ensolarado média normal forte jogar
12 | nublado média alta forte jogar
13 | nublado quente normal fraco jogar
14 chuva média alta forte | ndo jogar

Tabela 2: Ocorréncias da caracteristica Tempo

Jogar | N&o Jogar
ensolarado 2 3 5
nublado 4 0 4
chuva 3 2 5
9 5 14

Tabela 3: Ocorréncias da caracteristica Temperatura

Jogar | N&o Jogar
guente 2 2 4
média 4 2 6
frio 3 1 4
9 5 14

5 Conclusao

Foram apresentados 0s conceitos basicos de Sistemas
de Aprendizado, voltado para os métodos baseados no
conjunto de dados conhecidos. As principais definicGes
utilizadas em estatistica e probabilidades foram mos-
tradas para entendimento da Regra de Bayes. A Re-
gra Naive de Bayes foi utilizada na solugéo de um pro-
blema exemplo, mostrando a eficiéncia e simplicidade
do método.
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