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Resumo. A proposta deste trabalho consiste em implementar um algoritmo para resolver o problema não
linear de fluxo multiproduto, utilizando planos de corte e centros analíticos. O problema original é relaxado
utilizando a função lagrangeana parcial, construída a partir de hiperplanos de suporte. Resolve-se o problema
dual, a cada iteração acrescenta-se um hiperplano de suporte para modelar a função lagrangeana e um limite
superior do valor da função ótima é monotonamente acrescido. Desta forma, este algoritmo se destaca por
gerar uma seqüência monótona estritamente crescente de cotas para alcançar a solução, e consequentemente
segue trajetórias centrais associadas ao máximo da função modelo. A experiência numérica do algoritmo
será realizada com problemas clássicos da literatura e também com problemas obtidos utilizando um gerador.
Espera-se aplicar o método a um problema relacionado com redes de satélites para telecomunicação.
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1 Introdução

Os problemas de fluxo multiprodutos estão sendo relata-
dos na literatura desde a década de 60 com a publicação
de alguns trabalhos [FF62, Hu63], dentre outros. Eles
estão presentes em uma grande variedade de aplicações,
com ênfase em redes de transporte e de telecomunicação.
Estes problemas surgem quando muitos produtos com-
partilham arcos em uma rede e competem pela capaci-
dade destes arcos. Eles consistem em determinar o custo
mínimo do fluxo de produtos em uma rede sujeita a restri-
ções de capacidade e conservação. Em geral, apresentam
grande número de variáveis e restrições e devem ser trata-
dos de forma específica, utilizando por exemplo, técnicas
de decomposição.

O princípio da decomposição de Dantzig-Wolfe
[DW60] deu origem a uma classe de algoritmos, nos quais
foram depositadas esperanças de resolver eficientemente
problemas de grande porte. Infelizmente as esperanças
não se confirmaram; em algumas instâncias ou formula-
ções o método apresenta convergência lenta. O ganho
obtido com o trabalho em subproblemas menores, oriun-

dos da decomposição, é perdido com o elevado número
de iterações entre o problema mestre e as partes.

O uso de Algoritmos de Pontos Interiores, uma classe
de métodos desenvolvida a partir do trabalho de Karmar-
kar [Kar84], tem apresentado avanços substanciais para
resolver problemas de grande porte [Zha96]. Alguns au-
tores [KN91, Her92] conjecturam que o uso de pontos
interiores para resolver, ou o problema mestre, ou os sub-
problemas originados da decomposição, possa dar nova
vida aos métodos tradicionais.

O objetivo deste trabalho é implementar um novo al-
goritmo de pontos interiores, baseado no método propos-
to por Oliveira e Santos [OS], para resolver o problema
não linear de fluxo multiproduto. As principais caracte-
rísticas do algoritmo são a estabilidade e o uso parcial do
método de centros analíticos na resolução do problema
mestre, originado da aplicação do princípio da decompo-
sição. Pretende-se desenvolver um protótipo com modu-
larização adequada, que permita o ensaio de idéias no-
vas, como o impacto da desagregação, obtido pela utili-
zação de múltiplos cortes, na velocidade de convergência
do método.



2 O Problema Não Linear do Fluxo Multiprodu-
to
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um grafo não direcionado associado a uma
rede, com � nós e � arcos. Os nós representam centros de
oferta(demanda), ou simplesmente conectores; os arcos
são as ligações entre os pares de nós, por onde trafegam
os produtos.

O problema não linear de fluxo multiproduto, pode
ser formulado como:
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onde:� � 5 � � � � 	 � �� : vetor de custos do produto
�
;� � 5 � � � � 	 � �� : vetor de fluxos do produto
�
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:matriz de incidência do grafo
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:conjunto dos produtos

�
;> � 5 � > � M 	 M �ON

: vetor de ofertas/demandas de cada pro-
duto;$ 5 ��$ � 	 � �� �! : vetor de limites superiores de fluxo
total dos arcos;� 1 .P�

: conjunto de arcos onde existe um limite de
capacidade de fluxo total e/ou um custo não linear.

As restrições (3) e (4) são clássicas de problemas de
redes e restrições de capacidade, respectivamente. As res-
trições (2), são chamadas restrições de acoplamento, no
sentido que, quando relaxadas, fluxos individuais inde-
pendentes podem ser resolvidos separadamente.

As funções " � ��$ � 	 são associadas ao fluxo de cada ar-
co na rede. As mais usadas na prática são:

- a função “power”," � ��$ � 	 5RQ � ��$ � 	TSVUW� Q �IX 9 ,�Y � 8�Z
(5)

- a função “delay” Kleinrock," � ��$ � 	 5 $ �F �\[ $ �2] (6)

Estas funções controlam a distribuição de fluxo nos
arcos, afim de não congestionar a rede. Note que " �_^ 9
corresponde ao problema linear de fluxo multiproduto.

3 Relaxação Lagrangeana

Quando os problemas de fluxo multiproduto são formula-
dos matematicamente, eles apresentam a matriz de restri-
ções com uma estrutura bloco angular, na qual podem ser
aplicadas técnicas de decomposição, tal como a relaxação
lagrangeana, que têm como princípio reduzir o problema
a subproblemas menores.

A função lagrangeana parcial é construída associando
às restrições de acoplamento os multiplicadores de La-
grange ` 5 � ` � 	 � �� ! .a � � �b$c� ` 	 5 � ����� � � �d� � � �� �� �! " � ��$ � 	 ��� �� �!=` �2e � ����� ���� [ $ ��f (7)

onde os multiplicadores de Lagrange representam os pre-
ços das restrições de acoplamento, ou seja, o preço que
está sendo pago por não atender estas restrições. Assu-
mindo que " � ��$ � 	 é convexa e os custos � � são não nega-
tivos, fica garantido que os multiplicadores de Lagrange
serão todos não negativos.

O problema dual associado ao problema não linear de
fluxo multiproduto, será:g�hjik#l�m a�n � ` 	 (8)

onde:a n � ` 	 ' 5 gpo qJ#r �ts rm)uEv\u
w a � � �b$c� ` 	
Após alguns cálculos [GGSV94], pode-se escrever

a n � ` 	
da seguinte forma:a�n � ` 	 5 � ����� a � � ` 	 � �� �� ! a � � ` 	
onde:a � � ` 	 5 gpo qJ r ��s r � � � � ` 	 � � �-x (9)a � � ` 	 5 gpo qmyucvWu�w � " � ��$ � 	 [ ` � $ � 	 (10)

Estas funções são os subproblemas e podem ser facil-
mente calculadas; (9) é obtido pela solução do problema
de caminho mínimo com custos

� � � � ` 	 não negativos
e (10) é uma função unidimensional convexa, a qual pode
ser resolvida analiticamente.

Pelo teorema da dualidade fraca [BJS90], o valor da
solução ótima do problema dual (8) é igual o valor da
solução ótima do problema primal.



4 Método Padrão de Planos de Corte

Existem muitos métodos para resolver problemas não di-
ferenciáveis, mas poucos têm sido aplicado no contexto
de problemas de fluxo multiprodutos. Um deles é o mé-
todo dos planos de corte. Este método utiliza o subgra-
diente para construir uma aproximação em um ponto de
uma função convexa não linear por uma função linear.

Seja " uma função convexa não necessariamente di-
ferenciável em �

L
e

�
um ponto interior no domínio de" . O conjunto subdiferencial �-" � � 	 de " em

�
, é definido

por:
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qualquer que seja

$
no domínio de " . Este conjunto subs-

titui o gradiente para funções não diferenciáveis.
Considere o problema (8) a ser resolvido, e assuma` . � L :
Como

a n
é uma função côncava, [ a n é convexa e

para cada

� . [ � � [ a n ���` 	 , tem-se quea�n � ` 	 ( a�n ���` 	 � � � ` [ �` 	
é válida para todo par

� ` ���` 	 pertencente ao domínio dea n
.
Os métodos de plano de corte são baseados em pro-

gressivos refinamentos de aproximações poliedrais do epi-
grafo de

a n � ` 	 . Seja

6 `�� C , 	 5+Z ��
 � ] ] ] ��� uma sequência
de pontos no domínio de

a n
. A cada ponto é calculadoa n � `�
 	 e um subgradiente,�

� . [ � � [ a n ���`�
 	b	 ]
Estes resultados são obtidos por chamadas ao oráculo. Os
subgradientes são produtos diretos da otimização de (9)
e (10). Sejam

� ���` 	 e
$-���` 	 soluções ótimas dos proble-

mas (9) e (10), respectivamente. Um subgradiente paraa n � ` 	 em ` 5 �` é dado por: (ver [Min83])� � 5 � ����� � � � ���` 	 [ $ � ���` 	 ]
A aproximação poliedral do epigrafo de [ a n , por um
modelo de planos de corte é definida por:�a�n � ` 	 5 gpo q � a�n ���` 	 � � � ` [ `�� 	@� 	
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Define-se por relaxação poliedral do epigrafo de [ a n ,

o conjunto de pares
� [�� � ` 	 satisfazendo

�
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�
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é uma relaxação poliedral de (8).
O método de plano de corte padrão define o próxi-

mo ponto `�
���� a ser computado, conhecido por ponto de
Dantizig Wolfe, como o máximo de (11). A cada ite-
ração é calculado `�
 ,

a n � `�
 	 e

� 
 . [ � � [ a n ���`�
 	b	 .
Enquanto

a n � `�
���� 	 [ a n � `�
 	 8 � , para algum � X 9
,�

é substituído por
� � Z

, acrescenta-se um novo corte
e novamente é resolvido o problema relaxado (11). Este
método pode ter convergência lenta, pois privilegia certas
formas lineares.

5 Método de Planos de Cortes utilizando Cen-
tros Analíticos (MPCCA)

Vários algoritmos, para resolver problemas de otimiza-
ção, utilizam em cada iteração um ponto considerado co-
mo centro, ou no sentido geométrico ou no sentido analí-
tico. Em geral, os métodos baseados na noção de centro
realizam um corte em uma região convexa, limitada e que
contenha solução ótima. Cada corte utiliza um hiperpla-
no, que separa está região em duas partes. Na parte onde
a solução do problema está contida são realizadas opera-
ções, de acordo com o método que está sendo utilizado,
para determinar o próximo centro. A velocidade e a con-
vergência do método depende do processo adotado para
determinar o centro.

O centro analítico é o único máximo de uma função
distância. Para determiná-lo é necessário definir uma re-
gião compacta e uma função distância associada a esta
região.
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um conjunto compacto, onde:� 576 ` . � L ;=9E( `�� ( ��� � 	 5+Z ��
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com ��� menor que uma constante arbitrária;
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Uma função distância associada a
� 
 , conhecida co-

mo função barreira logarítimica é definida por:" 
� � � � ` 	 ' 5 [� "! q � �/[ � 
 	 �[ 
� � # � ! q � � � � ` [$� � � � 	 [ "&% � (12)

sendo,  
8 � � Z

um inteiro positivo,"&% 5 
� � # � ! q � ��� [ , �W`�� 	 � 
� � # � ! q ��, �W`�� 	



a função barreira associada a
�

e
, � vetor canônico.

O método de plano de corte utilizando centros analí-
ticos substitui a equação (11) por:g�hji � ' � � � ` 	\. � 
 (13)

e associa a ela a seguinte família de problemas não linea-
res, dada por:gpo q " 
� � � � ` 	 ' � � � ` 	\. int

� � 
� 	
onde: � 
�
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,sendo

� 
 um limitante inferior para o valor ótimo de (13).
O centro analítico de

� 
� é definido por:� �� ���` 	 
� ' 5 arg gpo q 6 " 
� � � � ` 	 ' � � � ` 	\. int
� � 
� 	 C ]

A curva contínua que une os pontos
� �� ���` 	 
� é conhecida

como trajetória central. O centro analítico pode ser inter-
pretado geometricamente como o ponto que maximiza o
produto das distâncias de todas as faces de

� 
� .
Para encontrar um ponto na vizinhança de

� �� ���` 	 
� , que
é o centro analítico da região atual, será utilizado o Mé-
todo de Newton. A direção de Newton

� �
é obtida pela

solução do seguinte sistema de equações lineares:
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onde 
 " 
� � � � ` 	 � e
	 
� � � � ` 	 � são denominados vetor gra-

diente e matriz hessiana.
Como pode ser visto é impossível computar

� �� ���` 	 
�
exatamente, logo torná-se necessário estabelecer um cri-
tério para determinar quando um ponto

� � � ` 	 � está pró-
ximo do centro analítico

� �� ���` 	 
� . Nós utilizaremos o se-
guinte critério de proximidade (Den Hertog, Ross e Ter-
laky [dHRT91]) :

Sejam
� � � ` 	 � . � 
� e

	 
� � � � ` 	 � definida positiva. A
norma induzida por

	
é definida por:
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para
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A proximidade de

� � � ` 	 � a
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� é definida pela nor-

ma induzida da direção de Newton, dada por:
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então se
� 
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, o pon-
to
� � � ` 	 � pode ser considerado próximo a

� �� ���` 	 
� . Caso
contrário calcula-se

� � � ` 	 � ��� 5 �b� � � ` 	 � � � � 	
e nova-

mente resolve-se o sistema (14) para determinar

� � ��� .

A cada iteração, encontra-se o centro analítico da re-
gião atual e o limitante inferior � é acrescido. As  restri-
ções relacionadas a função objetivo são removidas e ou-
tras  restrições, associadas ao novo limitante, são incor-
poradas, definindo uma nova região. Este procedimento é
repetido até que seja alcançado um ponto próximo a tra-
jetória central e suficientemente perto da solução ótima.

Como pode ser observado, a cada iteração do MPC-
CA, será necessário a resolução de muitos sistemas de
equações lineares e isto influenciará diretamente na velo-
cidade de convergência do algoritmo. Estamos fazendo
um estudo comparativo dos métodos existentes para so-
lução destes sistemas afim de encontrar o que melhor se
enquadra na solução do problema.

6 Conclusões

O algoritmo MPCCA se destaca por utilizar o método
parcial dos centros analíticos, em um contexto de pla-
nos de corte, para resolver o problema mestre, originado
da decomposição. Dada uma região convexa que contém
pelo menos uma solução do problema, a estabilidade é al-
cançada utilizando pontos próximos a trajetória central de
um politopo que é construído a partir do politopo original
e de cortes gerados por subgradientes; desta forma, existe
uma sequência monótona estritamente crescente para mo-
nitorar o desenvolvimento das iterações. Em [GGSV94]
o método de planos de corte e centros analíticos é utiliza-
do sem seguir o conceito de trajétorias centrais, não ga-
rantindo desta maneira uma sequência monótona de cotas
para alcançar a solução.

O algoritmo será implementado em MATLAB. Para
verificar a confiabilidade do software serão realizados tes-
tes com os problemas NDO22 [GB84], problemas obti-
dos utilizando um gerador e possivelmente com um pro-
blema relacionado a redes de satélites para telecomunica-
ção. Os resultados serão comparados com os obtidos em
outros métodos [GGSV94, FPL93, JLFP93].
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