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Resumo. A proposta deste trabalho consiste em implementar um algoritmo para resolver o problema néo
linear de fluxo multiproduto, utilizando planos de corte e centros analiticos. O problema original é relaxado
utilizando a fungéo lagrangeana parcial, construida a partir de hiperplanos de suporte. Resolve-se o problema
dual, a cada iteragdo acrescenta-se um hiperplano de suporte para modelar a funcéo lagrangeana e um limite
superior do valor da funcéo 6tima é monotonamente acrescido. Desta forma, este algoritmo se destaca por
gerar uma seqliéncia mondtona estritamente crescente de cotas para alcancar a solucdo, e consequentemente
segue trajetorias centrais associadas ao maximo da funcdo modelo. A experiéncia numérica do algoritmo
sera realizada com problemas classicos da literatura e também com problemas obtidos utilizando um gerador.
Espera-se aplicar o método a um problema relacionado com redes de satélites para telecomunicacéo.
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1 Introducéo

Os problemas de fluxo multiprodutos estdo sendo relata-
dos na literatura desde a década de 60 com a publicacao
de alguns trabalhos [FF62, Hu63], dentre outros. Eles
estdo presentes em uma grande variedade de aplicacGes,
com énfase em redes de transporte e de telecomunicagéo.
Estes problemas surgem quando muitos produtos com-
partilham arcos em uma rede e competem pela capaci-
dade destes arcos. Eles consistem em determinar o custo
minimo do fluxo de produtos em uma rede sujeita a restri-
¢des de capacidade e conservagdo. Em geral, apresentam
grande ndmero de variaveis e restricdes e devem ser trata-
dos de forma especifica, utilizando por exemplo, técnicas
de decomposicao.

O principio da decomposicao de Dantzig-Wolfe
[DW60] deu origem a uma classe de algoritmos, nos quais
foram depositadas esperancas de resolver eficientemente
problemas de grande porte. Infelizmente as esperancas
ndo se confirmaram; em algumas instancias ou formula-
¢Bes 0 método apresenta convergéncia lenta. O ganho
obtido com o trabalho em subproblemas menores, oriun-

dos da decomposicao, € perdido com o elevado nimero
de iteracOes entre o problema mestre e as partes.

O uso de Algoritmos de Pontos Interiores, uma classe
de métodos desenvolvida a partir do trabalho de Karmar-
kar [Kar84], tem apresentado avangos substanciais para
resolver problemas de grande porte [Zha96]. Alguns au-
tores [KN91, Her92] conjecturam que o uso de pontos
interiores para resolver, ou o problema mestre, ou 0s sub-
problemas originados da decomposicdo, possa dar nova
vida aos métodos tradicionais.

O objetivo deste trabalho é implementar um novo al-
goritmo de pontos interiores, baseado no método propos-
to por Oliveira e Santos [OS], para resolver o problema
ndo linear de fluxo multiproduto. As principais caracte-
risticas do algoritmo séo a estabilidade e o0 uso parcial do
método de centros analiticos na resolucdo do problema
mestre, originado da aplicacdo do principio da decompo-
sicdo. Pretende-se desenvolver um protétipo com modu-
larizacdo adequada, que permita o ensaio de idéias no-
vas, como o impacto da desagregacdo, obtido pela utili-
zagdo de maltiplos cortes, na velocidade de convergéncia
do método.



2 O Problema N&o Linear do Fluxo Multiprodu-
to

Seja G(V, E) um grafo ndo direcionado associado a uma
rede, com m nds e n arcos. Os nds representam centros de
oferta(demanda), ou simplesmente conectores; 0s arcos
sdo as ligagBes entre os pares de nés, por onde trafegam
0s produtos.

O problema n&o linear de fluxo multiproduto, pode
ser formulado como:

Min Y e+ folye) (1)
i€l eckE’

sa:ingye, Vee E'CE 2
iel
Fi={2">0|A2' <V, Viel} (3)
0<y.<7%, Ve€ E'CE (4)

onde:

¢t = (c!)eep: vetor de custos do produto i;
2t = (21).cp: vetor de fluxos do produto i;
Apnzn:matriz de incidéncia do grafo G,
I:conjunto dos produtos i;

b' = (b)sev: vetor de ofertas/demandas de cada pro-
duto;

Yy = (Ye)ecr: Vvetor de limites superiores de fluxo
total dos arcos;

E' € E: conjunto de arcos onde existe um limite de
capacidade de fluxo total e/ou um custo ndo linear.

As restrigdes (3) e (4) sdo classicas de problemas de
redes e restricBes de capacidade, respectivamente. As res-
tricdes (2), sdo chamadas restricdes de acoplamento, no
sentido que, quando relaxadas, fluxos individuais inde-
pendentes podem ser resolvidos separadamente.

As fungdes f.(y.) sdo associadas ao fluxo de cada ar-
co na rede. As mais usadas na préatica séo:
- a funcéo “power”,

fe(ye) = ae(ye)ﬁea a.>0ef.>1 (5)

- a funcéo “delay” Kleinrock,

Y
felye) = ———. (6)
Ye — Ye
Estas funcdes controlam a distribuicdo de fluxo nos
arcos, afim de ndo congestionar a rede. Note que f. =0
corresponde ao problema linear de fluxo multiproduto.

3 Relaxacédo Lagrangeana

Quando os problemas de fluxo multiproduto sdo formula-
dos matematicamente, eles apresentam a matriz de restri-
¢des com uma estrutura bloco angular, na qual podem ser
aplicadas técnicas de decomposicdo, tal como a relaxacéo
lagrangeana, que tém comao principio reduzir o problema
a subproblemas menores.

A funcdo lagrangeana parcial é construida associando
as restricbes de acoplamento os multiplicadores de La-

grange v = (Ve)ecr: -

L(z,y,v) = ZciTxi + Z fe(ye) +

el eclE’
> (2 i —ye> )
ecE’ el

onde os multiplicadores de Lagrange representam os pre-
¢os das restricdes de acoplamento, ou seja, 0 pre¢o que
esta sendo pago por ndo atender estas restri¢cfes. Assu-
mindo que f.(y.) é convexa e 0s custos ¢ sdo ndo nega-
tivos, fica garantido que os multiplicadores de Lagrange
serdo todos ndo negativos.

O problema dual associado ao problema n&o linear de
fluxo multiproduto, sera:

1})1;13( LP (v) )

onde:

LP(v) :== min L(z,y,v)
z' € F!
0<y<~

Apo6s alguns calculos [GGSV94], pode-se escrever L7 (v)

da seguinte forma:

LP() = 3 Liw) + Y I4(w)

iel ecE’
onde:
Li(v) = min (' +v)"a"; ©
z*eF?
Le(v) = min (fe(ye) - 'Ueye) (10)

0<y<~v

Estas func@es sdo os subproblemas e podem ser facil-
mente calculadas; (9) é obtido pela solucdo do problema
de caminho minimo com custos (¢; + v) néo negativos
e (10) é uma fun¢do unidimensional convexa, a qual pode
ser resolvida analiticamente.

Pelo teorema da dualidade fraca [BJS90], o valor da
solugdo 6tima do problema dual (8) é igual o valor da
solucdo 6tima do problema primal.



4 Meétodo Padréao de Planos de Corte

Existem muitos métodos para resolver problemas néo di-
ferencidveis, mas poucos tém sido aplicado no contexto
de problemas de fluxo multiprodutos. Um deles é o mé-
todo dos planos de corte. Este método utiliza o subgra-
diente para construir uma aproximagdo em um ponto de
uma funcéo convexa ndo linear por uma funcéo linear.

Seja f uma fungdo convexa ndo necessariamente di-
ferencidvel em R™ e x um ponto interior no dominio de
/. O conjunto subdiferencial 0 f (z) de f em x, é definido
por:

0f(z) ={€€ R | f(y) > f(2) + € (y — 2)}

qualquer que seja y no dominio de f. Este conjunto subs-
titui o gradiente para funcGes ndo diferenciaveis.
Considere o problema (8) a ser resolvido, e assuma
v e R™
Como LP é uma funco céncava, —L” é convexa e
para cada ¢ € —9(—LP"(v), tem-se que

LP(v) < LP (%) 4 &(v — )

é vélida para todo par (v, o) pertencente ao dominio de
LP.

Os métodos de plano de corte sdo baseados em pro-
gressivos refinamentos de aproximagdes poliedrais do epi-
grafode LP (v). Seja {v;}, k = 1,2, ..., K uma sequéncia
de pontos no dominio de L”. A cada ponto é calculado
LP(v,) e um subgradiente,

& € —0(—LP(5y,)) .

Estes resultados sdo obtidos por chamadas ao oréculo. Os
subgradientes sdo produtos diretos da otimizacédo de (9)
e (10). Sejam z(7) e y(v) solugdes Gtimas dos proble-
mas (9) e (10), respectivamente. Um subgradiente para
LP(v) em v = v é dado por: (ver [Min83])

e = lee(ﬁ) —Ye(0) .
el

A aproximacao poliedral do epigrafo de —L”, por um
modelo de planos de corte é definida por:

LP(v) = min (LP () + E(v —vg), k=1,2,.K

Define-se por relaxacao poliedral do epigrafode — L%,
0 conjunto de pares (—z, v) satisfazendo

2<LP(w) + & (v —w), k=1,2,.k
Portanto,

max {z|z—&" v < LP(vy) — &7 (v,

k=12, .k} (11)

é uma relaxacdo poliedral de (8).

O método de plano de corte padrdo define o proxi-
mo ponto v,41 a ser computado, conhecido por ponto de
Dantizig Wolfe, como 0 maximo de (11). A cada ite-
ragdo é calculado v, LP(v,) e ¢ € —9(-LP(9,)).
Enquanto L? (ve11) — LP(v,) > €, para algum e > 0,
K € substituido por x + 1, acrescenta-se um novo corte
e novamente é resolvido o problema relaxado (11). Este
método pode ter convergéncia lenta, pois privilegia certas
formas lineares.

5 Método de Planos de Cortes utilizando Cen-
tros Analiticos (MPCCA)

Varios algoritmos, para resolver problemas de otimiza-
cdo, utilizam em cada iteracdo um ponto considerado co-
Mo centro, ou no sentido geométrico ou no sentido anali-
tico. Em geral, os métodos baseados na no¢do de centro
realizam um corte em uma regido convexa, limitada e que
contenha solucéo 6tima. Cada corte utiliza um hiperpla-
no, que separa esta regido em duas partes. Na parte onde
a solucéo do problema esté contida séo realizadas opera-
¢des, de acordo com o método que esta sendo utilizado,
para determinar o proximo centro. A velocidade e a con-
vergéncia do método depende do processo adotado para
determinar o centro.

O centro analitico é o Unico maximo de uma fungdo
distancia. Para determina-lo é necessario definir uma re-
gido compacta e uma funcdo distancia associada a esta
regido.

Seja

S* =8SN{(z,v)eR" | z2>pl ez~ &lv<dy,
k=1,2,..k}

um conjunto compacto, onde:
S={veR"|0<v, <my,k=1,2,..n},

€om my, menor que uma constante arbitraria;

o< )

di = LP (v) — & (vr) -

Uma funcdo distancia associada a S*, conhecida co-
mo fungdo barreira logaritimica é definida por:

fo(z,0) == —qln(z — px) +

=Y (& v—z+dy)—fs, (12)

i=1

sendo, ¢ > k+ 1 um inteiro positivo,

K K
fs = Zln(mk —epvg) + Zln(ekvk)
=1 1=1



a funcdo barreira associada a .S e ey, vetor candnico.
O método de plano de corte utilizando centros anali-
ticos substitui a equacdo (11) por:
maxz: (z,v) € S* (13)

e associa a ela a seguinte familia de problemas nao linea-
res, dada por:

min f%(z,v) : (z,v) € int(S¥)

onde:
Sr =

p

K

{(z0) €S| 2> p",.. 2> p

~

q vezes

k=1,2,.k;¢ >k +1} ,sendo

p" um limitante inferior para o valor 6timo de (13).

O centro analitico de S € definido por:

(2,0), :=arg min{f(z,v) : (2,v) € Int(S;)}.

A curva continua que une os pontos (z,v)5 € conhecida
como trajetoria central. O centro analitico pode ser inter-
pretado geometricamente como 0 ponto que maximiza o
produto das distancias de todas as faces de 5.

Para encontrar um ponto na vizinhanga de (2, )7, que
é o centro analitico da regido atual, sera utilizado o Mé-
todo de Newton. A direcéo de Newton d; é obtida pela
solucdo do seguinte sistema de equagdes lineares:

H:(Z:U)zdi =—-V f:(zav)z :

onde 7/} (z,v)" € H}(z,v)" séo denominados vetor gra-
diente e matriz hessiana.

Como pode ser visto & impossivel computar (z, )5
exatamente, logo torna-se necessario estabelecer um cri-
tério para determinar quando um ponto (z,v)? esta pro-
ximo do centro analitico (z,v)5. NOs utilizaremos o se-
guinte critério de proximidade (Den Hertog, Ross e Ter-
laky [dHRT91]) :

Sejam (z,v)" € Sy e Hj(z,v)" definida positiva. A
norma induzida por H é definida por:

(14

Gz 0) = \/ (2 0) T H(z,0)7

para (z,v)" € R+,
A proximidade de (z,v)" a (z, ©)"s é definida pela nor-
ma induzida da direcéo de Newton, dada por:

Sz, 0) =l (Hp(z,0) ) 7 fz,0) == dill |

entdo se 67 (z,v)" < e, para algum e € [0,1], o pon-
to (z,v)" pode ser considerado préximo a (z,v)%. Caso
contrario calcula-se (z,v) ™! = ((z,v)! + d;) e nova-
mente resolve-se o sistema (14) para determinar d; 1.

A cada iteragdo, encontra-se o0 centro analitico da re-
gido atual e o limitante inferior p é acrescido. As q restri-
cOes relacionadas a fungéo objetivo sdo removidas e ou-
tras q restriges, associadas ao novo limitante, sdo incor-
poradas, definindo uma nova regido. Este procedimento é
repetido até que seja alcangado um ponto préximo a tra-
jetdria central e suficientemente perto da solugdo 6tima.

Como pode ser observado, a cada iteragdo do MPC-
CA, sera necessario a resolucdo de muitos sistemas de
equacdes lineares e isto influenciara diretamente na velo-
cidade de convergéncia do algoritmo. Estamos fazendo
um estudo comparativo dos métodos existentes para so-
luco destes sistemas afim de encontrar o que melhor se
enquadra na solucdo do problema.

6 Conclusbes

O algoritmo MPCCA se destaca por utilizar o método
parcial dos centros analiticos, em um contexto de pla-
nos de corte, para resolver o problema mestre, originado
da decomposicdo. Dada uma regido convexa que contém
pelo menos uma solugdo do problema, a estabilidade é al-
cancada utilizando pontos proximos a trajetoria central de
um politopo que €é construido a partir do politopo original
e de cortes gerados por subgradientes; desta forma, existe
uma sequéncia monotona estritamente crescente para mo-
nitorar o desenvolvimento das iteracfes. Em [GGSV94]
0 método de planos de corte e centros analiticos é utiliza-
do sem seguir o conceito de trajétorias centrais, ndo ga-
rantindo desta maneira uma sequéncia monétona de cotas
para alcangar a solucéo.

O algoritmo serd implementado em MATLAB. Para
verificar a confiabilidade do software seréo realizados tes-
tes com os problemas NDO22 [GB84], problemas obti-
dos utilizando um gerador e possivelmente com um pro-
blema relacionado a redes de satélites para telecomunica-
¢do. Os resultados serdo comparados com os obtidos em
outros métodos [GGSV94, FPL93, JLFPI3].
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