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Resumo. A Teoria de Conjuntos Aproximados (TCA), tem sido utilizada em varias areas de pesquisa,
principalmente naquelas relacionadas com representacdo de conhecimento e aprendizado de maquina. Este
trabalho tem por objetivo apresentar os principais conceitos da TCA e demonstrar sua viabilidade para
utilizacdo como um formalismo matematico para a representagdo de conhecimento na presenga de incerteza.
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1 Introducéo

A Teoria de Conjuntos Aproximados (TCA) foi propos-
ta em [Pawlak (1982)], como um novo modelo matema-
tico para representagdo do conhecimento, tratamento de
incerteza e classificagdo aproximada. Devido a estas ca-
racteristicas, tem-se utilizado esta teoria em Inteligéncia
Artificial, especialmente nas areas de:

aprendizado de maquina;

aquisicéo de conhecimento;

raciocionio indutivo;

descoberta de conhecimento em base de dados.

Como pode ser verificado em [Pawlak (1991)], con-
juntos aproximados podem ser considerados conjuntos
com fronteiras nebulosas, ou seja, conjuntos que nao po-
dem ser caracterizados precisamente, utilizando-se dos
atributos disponiveis.

A TCA se difere de outras teorias (como a Teoria de
Conjuntos Fuzzy [Zadeh (1965)] e a Teoria de Evidéncia
de Dempster-Shafer [Shafer (1976)]) por ndo necessitar
de nenhuma informacdo adicional a respeito de dados,
tais como: distribuicdo de probabilidade, atribuicdo de
crencas, grau de pertinéncia ou possibilidade. Isto tem
levado a TCA a ser uma grande fonte de inspiragdo pa-
ra pesquisadores que buscam o desenvolvimento de sis-
temas l6gicos e métodos dedutivos para a representacao,
manipulag&o e raciocinio na presenca de informacoes in-
completas.

2 Principais Conceitos da TCA
2.1 Espacgos Aproximados

Um espaco aproximado é um par ordenado A = (U, R),
onde:

e U é um conjunto ndo vazio, denominado conjunto
universo;

e R é uma relagdo de equivaléncia sobre U, denomi-
nada relacdo de indiscernibilidade. Dados z,y € U,
se xRy entdo x e y sdo indiscerniveis em A, ou se-
ja, a classe de equivaléncia definida por = é a mesma
que a definida por y, i.e., [z]r = [y]R-

As classes de equivaléncia induzidas por R em U séo
denominadas conjuntos elementares. Se E é um conjun-
to elementar, des(FE) denota a descri¢do dessa classe de
equivaléncia. Essa descricdo é fungdo do conjunto de atri-
butos que define R. Note que, dados z,y € E, onde
é um conjunto elementar em A, x e y sdo indiscerniveis,
i.e.,, no espaco A = (U, R) ndo se consegue distinguir
de y, pois des(z) = des(y) = des(E).

2.2 Aproximacdao Inferior e Superior

Dado um espago aproximado A = (U, R) e um conjun-
to X C U, com o objetivo de verificar o qudo bem X é
representado pelos conjuntos elementares de A, sdo defi-
nidas:

e a aproximagdo inferior de X em A, Ax_;nz(X),
como a unido de todos 0s conjuntos elementares que



estdo contidos em X', em simbolos,
As—ing(X) ={z € U|[z]r C X}

e a aproximacéo superior de X em A, Aa_sup(X),
como a unido de todos os conjuntos que possuem
interseccdo ndo vazia com X, em simbolos,

Ap—sup(X) ={z € U |[z]r N X # &}

Nas notac@es utilizadas, quando o espaco aproxima-
do for conhecido e ndo houver risco de confusdo, a re-
feréncia ao espago sera abolida. Assim, por exemplo,
Agyup(X) serd usado em substituicdo a A 4— syp (X).

2.3 Regides do Espac¢o Aproximado

Dado um espago aproximado A = (U,R) e X C U, as
aproximagcéo inferior e aproximacao superior permitem a
classificacdo do espago aproximado em regides:

e regido positiva de X em A, formada por todas as
classes de equivaléncia de U contidas inteiramente
no conjunto X e dada por posa(X) = Aa—_ins(X).
Pode-se afirmar que todos os elementos desta regido
pertencema X.

e regido negativa de X em A, formada pelos conjun-
tos elementares de A que néo estdo contidos na apro-
ximagao superior de X e dada por nega(X) = U —
AA_sup(X). Pode-se afirmar que nenhum dos ele-
mentos de A pertencem a X.

e regido duvidosa de X em A, formada pelos elemen-
tos que pertencem a aproximacdo superior mas nao

pertencem a aproximacao inferior e dada por duv 4 (X) =

Ap_sup(X) — Aa_ing(X). A pertinéncia de um
elemento desta regido a X € incerta.

Exemplo 1 Seja U um conjunto universo e R uma rela-
¢édo de equivalénciaem U, definindo o espago aproxima-
do A = (U, R). Seja também X, como ilustra a Figura
1. A aproximacdo inferior e a aproximacao superior de
X em A = (U, R) sdo mostradas na Figura 2(a) e 2(b).
A Figura 3, por sua vez, apresenta as regides de X.

Seja A = (U, R) um espago aproximado e seja X C
U. O conjunto X pode ou néo ter suas fronteiras cla-
ramente definidas em funcdo das descri¢des dos conjun-
tos elementares de A. Isso leva ao conceito de conjuntos
aproximados: um conjunto aproximado em A é a fami-
lia de todos os subconjuntos de U que possuem a mes-
ma aproximacao inferior e a mesma aproximagao supe-
rior em A. Ou seja, possuem a mesma regido positiva,
negativa e duvidosa.
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2.4 Outras Medidas da TCA

Seja um espago aproximado A = (U, R) e um conjunto
X C U. Com o objetivo de “medir” qudo bem o espago
A pode refletir as fungdes de pertinéncia de objetos em
X, as seguintes medidas sao definidas:

e medida interna de X em A,
WA—inf(X) = [Aa—ing (X)]

e p(ds,vitD) = 2;

e p(dr,lip) = 2.

Tabela 1: SRC onde U =
Q = {vitA,vitC,vitD, prot,lip}

{dlad27d37d47d57d63d7} €

e medida externa de X em A, | : | m;A | ”;C | MZD | Prz"t | lgp |
wA—sup(X) = [Aa—sup(X))] d; 1 3 3 3 2
. L ds 1 3 4 3 1
e qualidade da aproximagéo inferiorde X em A, ya_ns(X) = ds 3 5 9 : 5
wa—inf (X)/|U] ds | 4 5 2 5 | 1
. L . de 3 5 2 3 4
o qualidade da aproximagéo superior de X em A, ya_syp(X) = | dr 4 4 1 3 2

wA—sup(X)/|U]

e acurdciade X em A, wy(X) =
WA—inf (X)/wa—sup(X)

e pertinéncia aproximada de x a X,
px (z) = [[z]r N X|

[[z]rl

Também com estas medidas, quando ndo houver divi-
da, a referéncia ao espaco aproximado serd omitida da no-
tacdo. Estes conceitos serdo exemplificados mais a frente,
no Exemplo 4.

3 Sistemas de Representacao de
Conhecimento (SRCs)

Os conceitos da TCA sdo utilizados principalmente no
contexto de Sistemas de Representacdo de Conhecimen-
to. Um Sistema de Representacédo de Conhecimento (SRC)
é uma quadrupla S = (U, Q,V, p), onde U é o universo
finito de S.

Os elementos de U sdo chamados objetos, que séo
caracterizados por um conjunto de atributos ) e seus res-
pectivos valores. O conjunto de valores de atributos é
dado por V' = |J,c V4, onde V; € o conjunto de valores
do atributo ¢. Por sua vez, p: U x Q — V é uma fungéo
de descricéo tal que p(z,q) € Vy, paraz €e Ueq € Q.

Exemplo 2 O SRC representado pela Tabela 1 descre-
ve sete tipos de dietas, em termos de cinco atributos,
que descrevem as quantidades de vitamina A, vitamina
C, vitamina D, proteinas e lipidios de cada dieta, e que
sdo apresentados sobre a seguinte notacdo: VitA, vitC,
vitD, prot e lip. Assim, U = {di,d»,ds,dy,ds,ds,d7},
Q = {vitA,vitC,vitD,prot,lip} e V = {1,2,3,4,5}.
Neste SRC tem-se:

e p(dy,vitA) =1;
e p(ds,vitC) = 3;

Dado um SRC S = (U, @, V, p), é importante obser-
var que cada subconjunto de atributos P C ) define um
(nico espago aproximado A = (U, P) onde P é a relacéo
de indiscernibilidade (equivaléncia) induzida por P.

Exemplo 3 Seja S o SRC do Exemplo 2 e P = {lip}.
Neste caso tem-se que os elementos d,, d4 € d7 séo in-
discerniveis com relacdo a P pois possuem 0 mesmo va-
lor. Além disto, A = (U, P) é um espago aproximado
e seus conjuntos elementares sdo £y = {d1}, E» =
{dy,dys,dr}, B35 = {d3,ds} e E4 = {dg}.

3.1 indice Discriminante de Atributos

Dado um espago aproximado A = (U, P), definido por
um subconjunto de atributos P C ¢ em um sistema de re-
presentacédo de conhecimento S = (U, Q,V,p)e X C U,
define-se o indice discriminante de X em relacdo ao sub-
conjunto de atributos P C @, notado por ap(X), como
uma medida do grau de certeza na determinacéo da per-
tinéncia de um elemento de U ao conjunto X, de acordo
com os atributos de P, que é dado por:

U| — |Asuz)(X) —

Ay (X))
]

CMP(X) = |

Exemplo 4 Seja S o SRC definido no Exemplo 2 e seja
P = {witC,vitD}. Nesse caso, 0s conjuntos elemen-
tares do espaco aproximado A = (U, P) sdo: F, =
{dy,ds}, By = {dy,ds,ds}, B3 = {d;} e By = {da}.
Seja X = {d,,d>}. Tem-se que:



Aing (X) = {d2}
Agup(X) = {dv, d2, d3}

7 7
wmf(X) =1
wsup(X) =3
w(X) = 0.333

3.2 Tabelas de Deciséao

No contexto da TCA o interesse recai, principalmente,
sobre tabelas de decisdo, um tipo particular de SRC. Uma
tabela de deciséo é um SRC onde os atributos de () sdo di-
vididos em condicdes e decisdes. Tem-se entdo Q = C' U
D, onde C é o conjunto das condigdes e D o conjunto das
decisdes. Como geralmente o conjunto D é unitario, uma
tabela de deciséo é descrita por S = (U,C U {4}, V, p},
onde U, V e p séo tais como num SRC, C é o conjunto de
condicOes e ¢ é o atributo de decisdo. Por Classgs(d)
entende-se a classificagdo de .S, i.e., a familia de con-
juntos elementares do conjunto aproximado induzido por

{d}-

Exemplo 5 Seja .S 0 SRC do Exemplo 2. Seja lip o atri-
buto de decisdo em S, i.e,, d = lip. S é uma tabela de
decisdo, onde C' = {witA,vitC,vitD,prot}. Os con-
juntos elementares do espaco aproximado induzido por
C séo {d1}, {dQ}, {dg}, {d4}, {d5}, {d()‘} e {d7} Por
sua vez, a classificacdo de .S é dada por Classs(d) =
{{dl}a {an d4a d7}7 {d37 d5}7 {dﬁ}}

Dada uma tabela de decisdo S = (U,C U {46}, V, p},
é importante verificar o qudo bem a familia de conjuntos
elementares induzidos pelas condi¢Bes P C C espelha a
familia de conjuntos elementares induzidos por {4}. Para
isso, considerando o espago aproximado induzido por P,
séo definidas:

e regido positiva de § induzida por P,

U Ap-ins(X)

X€eClasss(0)

pos(P,0) =

e grau de dependéncia de § com relagdo a P,

_ |pos(P,d)]|
k(P,d) = o

e fator de significancia de um atributo a € P, com
relacdo a dependéncia existente entre § e P,

((P,0) — (5(P = {a},0))

FS(a,P,0) = (P.0)

se k(P,6) >0

Exemplo 6 Seja .S o SRC definido no Exemplo 2 e seja
P = {vitA,vitC}. Os conjuntos elementares do espa-
¢o aproximado induzido por P sdo: E; = {d;,d>,d3},
Ey = {d4,ds}, E3s = {d5} e E4 = {d;}. Por sua vez,
ClaSSS(UitD) = {{dl, d3}, {dg}, {d4, d5, dﬁ}, {d7}}
Com isso, € possivel verificar os seguintes resultados:

pOS(Pa thD) = UXEClasss(vit‘éf—inf (X) =
= Ap_ing({d1,d3}) U Ap_ins({d2}) =
=UAp_ins({ds,ds,ds}) UAp_ing({dr}) =
={ds,ds} U{ds} U{dr} =
= {d4,ds,ds, dr}

K(P,vitD) = 2ostigitDl — 4 — 0.571
Para o céalculo de:

FS(vitA, P,vitD) =
_ (k(PitD)—(k(P—{vitA},vitD))
Kk (P,vitD) )

bem como o de

FS(vitC, P,vitD) =
— (k(PwitD)—(k(P—{vitC},vitD))
Kk (P,vitD)

é necessario calcular antes o valor de x(vitC,vitD) e
r(vitA, vitD), respectivamente, o que é feito a seguir.

Considerando-se que P, = {vitC} e P, = {vitA},
tem-se que as familias dos conjuntos elementares dos es-
pacos aproximados induzidos por P; e P, sdo dadas,
respectivamente, por {{dy,ds,ds}, {ds,ds5,ds},{d7}} e
{{dl, ds, dg}, {d4, d()‘}, {d5, d7}} Donde:

pos(Py,vitD) = {d4,ds,ds,dr} €
K(Pr,vitD) = 3 =0.571

pos(Py,vitD) = {dy4,ds} €
K(Py,vitD) = % =0.285
Portanto:
FS(vitA, P,vitD) =
(k(PitD)—(k({vitC}witD)) __
K(P4,U’it4D) -
7

FS(vitC, P,vitD) =
(r(PwitD)—(r({vitA},vitD)) _
41{(123,m'tD)

=1 1=2-06

I



Diz-se, ainda com respeito a uma tabela de decisdo
S = (U,CU{d},V,p} e P C C que P é indepen-
dente com relacdo a dependéncia existente entre § e P
se, para todo subconjunto préprio R C P, for verdade
que pos(P, ) # pos(R,d), i.e., k(P,d) # k(R,0). Ca-
so haja algum R C P tal que pos(P,d) = pos(R,9),
i.e, k(P,d) = k(R,J), entdo P é dito ser dependente
com relagdo a dependéncia existente entre 6 e P. Um
conjunto R C P é dito ser um reduto de P com rela-
¢ao a dependéncia existente entre § e P se for indepen-
dente com relacdo a dependéncia existente entre § e R, e
pos(P,d) = pos(R,d), i.e., k(P,d) = k(R,9).

Exemplo 7 Seja S o SRC do Exemplo 2, onde lip é o
atributo de decisédo em S. Como ja visto, S e uma ta-
bela de decisdo, onde a classe de condigdes é dada por
C = {witA,vitC,vitD,prot} e a decisdo é dada por
{6} = {lip}. A familia Classs(lip) foi determinada no
Exemplo 5. Tem-se o0s seguintes resultados em S:

_|pos(C,lip)| _ |7]

k(C,lip) = ———> = — =1
U] 7]

2
k({vitA,vitC, vitD},lip) = % =0.285
k({vitA,vitD, prot},lip) = % =1
k({vitC,vitD, prot},lip) = % =0.714

5
k({vitA,vitC, prot},lip) = % =0.714
Neste caso C é dependente e {vitA,vitD, prot} é o Uni-
co subconjunto de C' a possuir um reduto de C, pois
{vitA,vitD, prot} é o Unico subconjunto com 0 mesmo
grau de dependénciade C. Tem-se ainda:

k({vitA,prot},lip) = % =0.714
k({vitA,vitD},lip) = % =0.428
k({vitD,prot},lip) = % =0.714

Portanto, o conjunto R = {vitA,vitD, prot} é o Unico
reduto do conjunto de condigdes com relacdo a depen-
dénciaentrej e C.

4 Consideracdes Finais

Este trabalho apresentou os principais conceitos da Teoria
de Conjuntos Aproximados (TCA), evidenciando o seu
formalismo matematico para a representacdo de conheci-
mento. E também exemplificou a aplicagdo de tais con-
ceitos em Sistemas de Representacdo de Conhecimentos
(SRCs).

Como perspectivas futuras, pretende-se implementar
uma versdo multiplataforma de um sistema que imple-
mente os principais conceitos da TCA, bem como algorit-
mos de aprendizado baseados nestes conceitos e ja apre-
sentados em [Uchda (1998)] e [Uchda & Nicoletti (1999)].
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