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Resumo: Os codigos corretores de erros se tornam cada vez mais uma ferramenta fundamental na
teoria da informacdo. A necessidade de se garantir a integridade de uma grande quantidade de
informacao transmitida pelos mais variaveis meios exige o uso de sofisticados sistemas de cédigos
corretores de erros. Nesse artigo sao descritos alguns aspectos basicos da teoria desses codigos.
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1. Introducéo

Teoria da informacgao como visto em [Jacobs (1992),
p.155] trata dos aspectos quantitativos de
armazenamento e transmissdo das mensagens. Tem
como um de seus objetivos principais garantir a
integridade dos dados enviados através de algum tipo
de canal. Na manipulagdo das mensagens, dois
obstaculos séo encontrados:

a) falta de capacidade no armazenamento ou
transmissdo das mensagens enviadas;

b) ruido na transmisséo, ou seja, introducdo aleatéria
de erros nas mensagens enviadas.

Ao contrdrio das teorias mateméticas que
surgiram nas universidades e geralmente ap6s um
longo periodo de tempo migraram para as aplicactes
praticas em tecnologia e industrias, a teoria de
cédigos corretores de erros surgiu nos laboratérios de
empresas de telefonia e posteriormente se
transformou em uma teoria matematica completa
com aplicagdes em varias areas como, por exemplo,
geometria algébrica.

Um cédigo corretor de erros visa recuperar
informacgdes que no processo de emissdo tenham
sofrido algum tipo de ruido. Pode-se afirmar que hoje

praticamente todo sistema de envio de informacbes
possui algum tipo de cddigo corretor de erros. Como
exemplos tipicos, a telefonia digital, a transmisséo de
dados via satélite, a comunicacdo interna em
computadores, armazenamento Otico de dados e
armazenamento de dados em fitas ou disquetes
magnéticos.

Segundo [Hefez (1994), p.5] todo sistema de
envio de mensagem pode ser esquematizado da forma
especificada na Figura 1:
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Figura 1: Esquema de transmiss&o.



O canal pode ser, por exemplo, circuito integrado
digital, disco de armazenamento, cabo, canal de
microondas, canal de radiofreqiiéncia, etc.

2. Aplicagbes dos c 0Odigos co rretores de
erros

Com o aumento da confiabilidade nas comunicacdes
digitais e a emergéncia do computador digital como

ferramenta essencial na sociedade tecnoldgica, os
codigos corretores de erros vém conquistando uma
posicdo prominente. Para ilustrar a praticidade e

importancia do uso de cédigos corretores de erros
temos:

a) uso do bit de paridade como um mecanismo
detetor de erro - € um dos esquemas mais
simples e conhecidos na comunicagédo
computacional;

b) armazenamento em discos — estdo sendo muito
utilizados devido ao aumento da densidade.
Quanto maior a densidade, a probabilidade de
ocorréncia de erros também aumenta;

c) transmissao de informacao pelas naves espaciais:

- em 1972 a espaconawdariner transmitiu
figuras de Marte para a Terra com 64
tonalidades de cinza. Atividade solar e outras
condi¢des atmosféricas podem introduzir erros
em sinais fracos vindos do espaco. O codigo
utilizado foi o de Reed-Muller;

- em 1979 a espagonawoyager comegou a
enviar imagens com 4096 tonalidades de cores.
O cédigo utilizado foi o de Golay;

d) &udio digital — o aumento da popularidade do
audio digital deve-se ao desenvolvimento dos
cédigos corretores de erros que facilita o
processo de digitalizacdo. Ao inicializar a leitura
do CD, o sistema corrige os erros produzidos por
marcas de dedos, arranhdes e outras
imperfeicdes, para logo em seguida transformar
em sinais sonoros. O codigo utilizado é o de
Reed- Solomon.

3. Conceitos Fund amentais

O ponto de partida € um conjunto finito A chamado
de alfabeta Sejan um nimero natural, uncédigo
corretor de erros2 um subconjunto proprio qualquer
de A'. Uma classe particular de cédigos sdo os
codigos lineares. Neste trabalho consideraremos
apenas este tipo de coédigo. Por exemplo, seja
A={0,1} e vamos considerar A(alfabeto binario).

Um cédigo corretor de erros sobre® Aoderia ser:
(000), (010), (100), (110). A quantidade de palavras
do cédigo, ou seja, a cardinalidade do cédigo € menor
ou igual a cardinalidade do conjuntd A#A"). No
exemplo acima, a cardinalidade é 4.

Durante a transmissao dessas palavras por um

canal fisico, a informacdo €& freqlientemente
distorcida pelos ruidos. Para manejar essa indesejavel
mas inevitavel situacdo, alguma forma de

redundancia deve ser incorporada a mensagem
original. Com essa redundancia, mesmo se alguns
erros sao introduzidos (em um nivel toleravel), a
informacgédo original pode ser recuperada, ou pelo
menos a presenca desses erros pode ser detectada.
Consideraremos nos préximos exemplos o cédigo C

= {(00), (01), (10), (11)}. Introduzindo redundancia
nas palavras do cédigo, transformaremos as palavras
de 2 bits para 5 bits:

00 - 00000
01- 01011
10 - 10110
11- 11101

Observa-se que os dois primeiros bits da
informacdo com redundancia correspondem a
mensagem original. Define-sk como sendo o
tamanho da palavra original 8 o tamanho da
palavra com redundancia, no exemplo ackma 2 e
n=>5.

Define-se taxa de informa¢&o R como sendo

R=X
n

ou seja, a relacdo entre a informacéo original pela
informacao enviada.

Para a introducédo da redundéncia, utiliza-se uma
matriz k x n, cujas linhas séo base vetoriais para o
cédigo C. Essa matriz € denominada matriz geradora
[Vanstone & Oorschot (1989), p.51]. Através de
operacbes elementares nas linhas e colunas
(permutacdo de duas linhas, multiplicacdo de uma
linha por um escalar ndo nulo, adicdo de um mudltiplo
escalar de uma linha a outra, permutacdo de duas
colunas e multiplicagdo de uma coluna por um
escalar ndo nulo) , pode-se colocar a matriz geradora
G na forma padréo:

G=[lsA]
onde krepresenta a matriz identidallee A uma
matriz k x (n - k). Assim, a informacgédo original



estard nas primeirag posi¢cbes da palavra com
redundancia.

Seguindo o exemplo dado, temos a seguinte
matriz geradora G:

G:10110
01011

110
A=
(011}

A partir da matriz geradora G, podemos construir
uma matriz de teste de paridade H utilizada para
decodificac@o das palavras. Com a matriz H, pode-se
determinar se uma palavra pertence ou ndo ao
cadigo.

H=[A"14]

No exemplo,

H=

o r B
=)
O O BB
o = O
= O O

Para saber se a palavra pertence ao codigo, basta
multiplicar a palavra ecebida r pelanatriz teste de
paridade. Se o resultado for o vetor nulo,

Hr'=0
a palavra pertence ao cddigo. Qualquer outro vetor

ndo nulo como resultado significa que a palavra
recebida contém erro.

Suponhamos que a palavracebida seja ir=
(10110,
H.ri= 0
isto é, 1 € uma palavra do nosso cédigo.
Seja a palavrar= (01010) ,
H.r' = (001)
entdo a palavra contém erro(s).
O conceito fundamental para se trabalhar as

palavras do cddigo é a distancia de Hamming
[Vanstone & Oorschot (1989), p.7]. Dado dois
elementosi e v do codigo, a distancia de Hamming é

definida por
duv)=#i|u#v, I<i<n}
Por exemplo, d(100, 101) = 1 e d(000, 111) = 3.
A distancia do coédigaC € a distancia minima
entre todas as palavras do cadigo.

d=min{d(u,v) JuvOCeu#v}

Por exemplo, num codigoC' com palavras
(00000), (01011), (10110), (11101), a menor
distancia é 3. A distancia de um cédigo é importante
para determinar 0 nimero de erros que esse codigo
detecta, assim como o numero de erros que ele
corrige.

Seja C um cddigo com distancia minimd.
EntaoC pode detectar até - 1 erros e corrigir até&

erros , onde
\; J
2

Por exemplo, no codig€ de distancia 3 visto
acima, pode-se detectar 2 erros e corrigir 1.

4. Decodifi cacéo

Para se decodificar uma palavracebidar, uma
estratégia deve ser adotada. Quando o decodificador
recebe essagpavra, ele deve tomar uma deciséo que
pode ser:

a) nenhum erro ocorreu & é aceita como uma
palavra do cédigo.

b) erros ocorreram, masé corrigida para uma
palavra do cédigo.

c) erros ocorreram ultrapassando o limite de
correcao do cédigo, consequentemaniio pode
ser recuperada.

Em geral, o decodificador nem sempre tomaréd a
decisdo certa, por exemplo, se muitos erros tiverem
ocorridos durante a transmissdo mudando uma
palavra para outra do cédigo, a informacao esta
irremediavelmente perdida. Assumindo que o canal
introduz erros aleatoriamente, o objetivo do
decodificador € tomar a decisdo com maior
probabilidade de ser correta. Como exemplo de um
algoritmo de decodificagdo temos o algoritmo do
vizinho mais proximo. Quando uma palavraé
recebida, calcula-se a proldatade der serc, para
toda palavra pertencente &, ondeC é um cédigo .

A palavrar ser& decodificada para aquela que tiver a
maior probabilidade.

Ex.: Considerando o codigo
C ={(00000), (10110), (01011), (11101)}

e supondo que a probabilidade de ocorréncia de erro
seja p = 0,1 e que a palavraecebida sejar =
(11111), calculamos todas as probabilidades:

P(r, (00000)) = (0,13 = 0,00001

P(r, (10110)) = (0,13. (0,97 = 0,00729



P(r, (01011)) = (0,13. (0,97 = 0,00729
P(r, (11101)) = (0,1). (0,9 = 0,06561

Logo a palavra ecebida r é corrigida para a
palavra do cédige = (11101).

Note que sao necessarios M calculos, onde M
representa a cardinalidade d& Em um cddigo
grande (situagbes comuns), o célculo fica inviavel,
comprometendo a  decodificacdo, pois a
complexidade do algoritmo € linear. Algumas classes
particulares de cédigos admitem um tratamento mais
simples. Este é o caso dos cédigos de Hamming
[Vanstone & Oorschot (1989), p.65], que sé&o
capazes de corrigir um erro com um algoritmo bem
simples, como se segue:

Seja H a matriz de paridade do
codigo e r a palavra recebida.

(1) Calcule H r'.

(2) Se Hr' = 0, entdA o r é aceita
como sendo a palavra transmitida.
(3) Se Hr' = s' # 0, entdo

comparamos s' com as colunas de H.

(4) Se ha uma coluna i tal que
st = oh;, entdo o erro e estd na
n-tupla com o na posicdo i e O's
nas outras posicdes; corrigimos r

para ¢ =r - e.

(5) Sendo, mais de um erro
ocorreu.

Em outros cédigos mais complexos, a decodificacéo
€ mais precisa e eficiente.

5. Cddigos Especiais
Dois dos coédigos especiais sdo o de Golay (fotos

coloridas) e o de Reed-Muller (fotos branco - preto)
[Vanstone & Oorschot (1989), p.115].

O de Golay possui palavras de tamanho 24 (12
da informacéo original e 12 de redundancia) e
distancia minima 8. Assim, podemaos corrigir 3 erros.

O de Reed-Muller possui palavras de tamanho 2
(r+1 de informacao original) e distancia minima.2
Assim, podemos corrigir'2rros.

6. Conclusao

Os caédigos corretores de erros constituem hoje uma
area de pesquisa ativa, tanto pelos  aspectos
matematicos como pelos aspectos computacionais.
Muitas questdes ainda se encontram em aberto, por
exemplo, encontrar o melhor cédigo dado uma taxa
de informacao.
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