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Resumo. Neste artigo, investigamos o comportamento de fila no buffer para tráfego multifractal de
redes. Inicialmente, derivamos um parâmetro de escala global para processos multifractais. Por meio
deste parâmetro, obtemos uma expressão para a banda efetiva de fluxos de tráfego multifractais. Em
seguida, estabelecemos limitantes de desempenho de fila para redes através da banda efetiva proposta
aliada a conceitos de Cálculo de Rede Estatístico. A abordagem proposta de estimação de desempenho
de fila foi avaliada por simulações com tráfego real Internet e Ethernet, constatando sua eficiência em
capturar a probabilidade de perda e a ocupação média de bytes no buffer. Verificamos que o limitante
proposto para a probabilidade de perda de bytes é mais preciso do que o obtido pela Teoria dos Grandes
Desvios.
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Queueing Performance Bounds for Network Multifractal Traffic
Abstract. In this paper, we investigate the queueing behavior of multifractal traffic flows. Initially, we
derive a global scaling parameter for multifractal processes. Next, we obtain a global scaling based ex-
pression for the effective bandwidth of multifractal flows. Relating this effective bandwidth estimate to
the statistical network calculus, we propose performance bounds for high-speed networks. Our perfor-
mance bound estimation approach is evaluated by simulations with Internet and Ethernet traffic traces,
verifying its efficiency in capturing byte loss probability and mean buffer occupation. We verify that the
proposed byte loss probability bound is tighter than that given by the Large Deviations Theory.
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1 Introdução

Probabilidade de perda e atraso de pacotes são medidas
de desempenho fundamentais associadas a qualidade de
serviço (QoS) em redes de computadores. Procura-se

caracterizar o tamanho médio da fila e a distribuição do
número de pacotes no buffer para se estabelecer limi-
tantes para essas medidas de desempenho. Através do
conhecimento destes limitantes é possível garantir a qua-
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lidade de serviço requerida pelos fluxos de tráfego.

Limitantes de desempenho de rede podem ser obti-
dos usando as seguintes ferramentas: Banda Efetiva [8]
e Cálculo de Rede [1]. A banda efetiva de um fluxo de
tráfego está relacionada com a taxa necessária fornecida
a este fluxo para que se atenda determinado critério de
QoS. O conceito de banda efetiva tem sido aplicado
largamente e é visto como um método apropriado para
controle de admissão e alocação de recursos em redes
[9]. Já o Cálculo de Rede consiste de uma série de re-
sultados matemáticos fundamentados na álgebra Min-
Plus capaz de fornecer soluções para vários problemas
de redes. Utilizando o conceito de Processo Envelope
Linear (PEL) oriundo do Cálculo de Rede, R.L.Cruz
obteve limitantes determinísticos [1][2]. C. S. Chang
por sua vez, derivou limitantes de desempenho tanto de-
terminísticos quanto estatísticos usando o conceito de
mínimo PEL e relacionando o mesmo com a banda efe-
tiva do tráfego [3]. Com base no trabalho de Chang,
Liyi Dai obteve limitantes de desempenho mais rígidos
[4]. Estes dois últimos trabalhos citados levam em con-
sideração a banda efetiva dos fluxos de tráfego, ao invés
de somente se trabalhar com processo envelope. A van-
tagem disso é que estimativas de banda efetiva podem
ser feitas baseadas em um modelo de tráfego. Outros
trabalhos se seguiram neste sentido, principalmente us-
ando cálculo de rede, mas sem o uso do conceito de
banda efetiva [5][6][7].

Algumas características do tráfego nas redes atu-
ais dificultam a estimativa de desempenho de rede uti-
lizando modelos mais simplificados, como modelos Mar-
kovianos. Há muitos estudos que revelam a alta vari-
abilidade do tráfego Internet, ou seja, o tráfego apre-
senta rajadas em uma gama de escalas de tempo, em
contraste da suposição de que rajadas de tráfego só ex-
istem em escalas curtas de tempo [10][11]. Mostrou-
se que estas incidências de rajadas multiescalas tem um
impacto significativo no desempenho das redes [10][11]
[12]. Modelos mais realistas foram propostos, inicial-
mente caracterizando a auto-similaridade do tráfego In-
ternet e Ethernet [6]. Processos auto-similares possuem
algumas estatísticas que não variam com a mudança de
escala. Auto-similaridade assintótica de segunda ordem
implica em longa-dependência (LRD) e vice-versa. A
característica de longa-dependência está relacionada ao
decaimento lento (hiperbólico) da função de autocorre-
lação do processo. O termo auto-similaridade se refere
normalmente a processos assintoticamente auto-similares
de segunda ordem ou monofractais [13]. O parâmetro
de Hurst mede o grau de auto-similaridade do processo.

No entanto, para muitos processos de tráfego de rede,
a energia em escala dos coeficientes wavelet ou os gráfi-

cos variância-tempo normalmente não demonstram com-
portamento linear. Muitos destes processos têm com-
portamento fractal com parâmetro de Hurst variado em
diferentes escalas de tempo pequenas [14], ou seja, são
multifractais. De fato, o desempenho de fila depende
grandemente das irregularidades do tráfego em escalas
de tempo pequenas devido à dinâmica complexa das re-
des de dados [15][16].

Neste trabalho, obtemos uma expressão analítica para
o parâmetro de escala global para tráfego multifractal.
Através deste parâmetro, calculamos a banda efetiva
dos fluxos e a incorporamos no Cálculo de Rede [3].
Nosso objetivo final é a obtenção de limitantes de de-
sempenho de fila, neste caso, limitantes para probabili-
dade de perda e tamanho médio da fila. Mostramos que
os limitantes de desempenho obtidos são mais precisos
em relação ao que a Teoria dos Grandes Desvios prega
para tráfego monofractal.

O artigo está organizado da seguinte forma: na seção
2, discursamos sobre processos multifractais baseados
em cascata multiplicativa. Na seção 3, derivamos o pa-
râmetro de escala global para tráfego multifractal. Na
seção 4, apresentamos a equação de banda baseada no
parâmetro de escala obtido. Na seção 5, mostramos
como o conceito de banda efetiva se relaciona com o
Cálculo de Rede Estatístico. Na seção 6, são apresenta-
dos os testes realizados para validar a proposta de cál-
culo de limitantes de desempenho de fila. Por fim, na
seção 7, apresentamos as conclusões obtidas.

2 Processos Multifractais

O conceito de multifractal foi introduzido por Mandel-
brot no contexto de turbulência nos anos 70 [18] . Desde
então a teoria multifractal é usada em vários campos
tais como processamento de imagem, geofísica, etc. O
tráfego de redes ao ser considerado multifractal, sig-
nifica que possui uma estrutura de forte dependência
inerente, com incidência de rajadas em várias escalas
[17] [13]. Estas características fazem com que o de-
sempenho da rede seja pior do que o considerado por
modelos Gaussianos e de curta-dependencia. O con-
ceito de ‘multifractalidade’ se estende facilmente a pro-
cessos estocásticos:

Definição 1: Um processo estocástico X(t) é mul-
tifractal se satisfaz a equação:

E(|X(t)|q) = c(q)tτ(q)+1 (1)

onde T e Q são intervalos da reta real, τ(q) e c(q) são
funções no domínio Q. Além disso, supõe-se que T e Q
possuam comprimentos positivos, e que 0 ∈ T , [0, 1] ⊆
Q.



Assim, descrevemos ‘multifractalidade’ em termos
de momentos em que τ(q) é a função de escala e c(q)
é o fator de momento de um processo multifractal. Se
τ(q) é linear em q, o processo é chamado monofrac-
tal; caso contrário, é multifractal. Para processos auto-
similares com parâmetro de Hurst H, pode-se mostrar
que τ(q) = qH − 1 e c(q) = E(|X(1)|q .

2.1 Cascatas Multiplicativas

A cascata binomial é um método para se obter um pro-
cesso multifractal, que consiste de um procedimento
iterativo no intervalo compacto [0,1]. Sejam m0 e m1

(multiplicadores da cascata) dois números positivos cuja
soma é 1. No estágio k = 0 da cascata, obtemos a me-
dida inicial µ0 do processo com distribuição de proba-
bilidade uniforme em [0,1]. No estágio k = 1, a medida
µ1 distribui massa utilizando a distribuição uniforme,
sendo, m0 no subintervalo [0,1/2] e massa igual a m0

em [1/2, 1]. Em k = 2, o intervalo [0,1/2] é subdi-
vidido em [0,1/4] e [1/4,1/2] e o mesmo acontece com
intervalo [1/2,1], obtendo [18]:

µ2[0, 1/4] = m0m0 µ2[1/4, 1/2] = m0m1

µ2[1/2, 3/4] = m1m0 µ2[3/4, 1] = m1m1

Considere o intervalo diádico [t, t + 2−k] em que
t = 0.η1 . . . .ηk =

∑k
i=1 ηi2−i. Sejam ϕ0 e ϕ1 as fre-

qüências relativas de 0’s e 1’s no desenvolvimento da
cascata. A medida µ no intervalo diádico é dada por:

µ[t, t + 2−k] = mkϕ0
0 mkϕ1

1 (2)

Este processo preserva a massa dos intervalos diádi-
cos em cada estágio, por isso é chamado de cascata con-
servativa ou microcanônica. Em cada estágio da cas-
cata os intervalos podem ser divididos em intervalos de
b > 2 de tamanho igual, este processo é definido como
cascata multinomial. Se os multiplicadores usados têm
um valor fixo para m0 e b = 2, então a cascata mul-
tiplicativa é binomial determinística com função de es-
cala [18]: τ(q) = − log2(m

q
0 + mq

1) + 1.
Ao se permitir que os multiplicadores da cascata r

sejam variáveis aleatórias independentes em [0,1], com
densidade de probabilidade fR(x), obtém-se uma estru-
tura mais geral do que a determinística em que os mul-
tiplicadores são valores fixos (Figura 1). Desta forma, o
processo multifractal obtido terá no estágio k da cascata
no intervalo diádico de comprimento ∆tk = 2−k, que
começa em t = 0.η1 . . . .ηk =

∑k
i=1 ηi2−i, a seguinte

medida µ:

µ(∆tk) = R(η1).R(η1, η2), . . . , R(η1, . . . , ηk) (3)

Figura 1: Processo de Construção da Cascata

onde R(η1, . . . , ηi) é o multiplicador no estágio i da
cascata. Uma vez que os multiplicadores r são inde-
pendentes e identicamente distribuídos (i.i.d), pode-se
demonstrar que a medida µ satisfaz a seguinte relação
de escala:

E(µ(∆tk)q) = (E(R)q)k = ∆t
− log2 E(Rq)
k (4)

Esta relação define um processo multifractal com função
de escala τ(q) = − log2 E(Rq).

2.2 Captura das Características Multifractais

Os dados de tráfego reais apresentam suas propriedades
multifractais caracterizadas pela função de escala τ(q)
e o fator de momento c(q) [33]. Assim, um modelo
multifractal deve capturar estas duas propriedades mul-
tifractais. Isto pode ser obtido pelo produto de uma cas-
cata e uma variável aleatória i.i.d positiva Y. A variável
Y é independente da medida da cascata µ(∆tk), então
a série obtida denotada por X(∆tN ) satisfaz a seguinte
equação:

E(X(∆tN )q) = E(Y q)E(µ(∆tN )q) = E(Y q)∆t
τ0(q)
N

(5)
Comparando-se (5) e (4), pode-se notar que as vari-

áveis R e Y são tais que:

− log2(E(Rq)) = τ0(q) (6)
E(Y q) = c(q) (7)

Assim, um processo multifractal apresentando as pro-
priedades mencionadas pode ser visto como o produto
da taxa de pico do fluxo Y, pela medida de rajada µ(∆tN )
na escala de tempo aplicada ∆tN .

A função de escala pode ser precisamente modelada
ao se assumir que R é uma variável aleatória em [0,1]
com distribuição beta simétrica Beta(α,α) com α > 0
[19]:

τ0(q) = log2
Γ(α)Γ(2α + q)
Γ(2α)Γ(α + q)

(8)



onde Γ(.) corresponde a função Gama.
Em [19], os autores mostram que a variável Y pode

ser considerada lognormal definida pelos parâmetros ρ

e γ e momento E(Y q) = eρq+γ2q2/2. Assim, o fator
de momento c(q) para o processo em questão será dado
por:

c(q) = eρq+γ2q2/2 (9)

Utilizando propriedades estatísticas das cascatas mul-
tiplicativas, pode-se mostrar que a média e a variância
para este modelo multifracal são dadas respectivamente
pelas seguintes equações [19]:

E(X(t)) = eρ+γ2/2 (10)

var(X(t)) = e2ρ+2γ2
(

α + 1
α + 1/2

)N

− e2ρ+γ2
(11)

3 Parâmetro de Escala Global para Tráfego Mul-
tifractal

Nesta seção, nós derivamos um fator de escala global
associado a processos multifractais. Para isso, assume-
se que o processo multifractal é descrito pelo produto
de uma cascata multiplicativa e uma variável aleatória,
conforme mencionado anteriormente. A vantagem de
se ter um parâmetro de escala global é a possibilidade
de se obter um modelo de fila para processos multi-
fractais [21]. Isto proporciona por exemplo, uma de-
terminação mais precisa da probabilidade de perda e
da banda efetiva para esses processos. No desenvolvi-
mento desta teoria, usaremos alguns resultados oriun-
dos do estudo de processos auto-similares [22].

Seja X(t) um processo auto-similar com parâmetro
de Hurst H , com média zero e variância σ2, tal que a
seguinte relação seja válida:

X =
d

m1−HXm (12)

em que m é o parâmetro de agregação. Define-se um
processo Y (t) = X(t) − X(t − 1), que é o processo
de incrementos de X(t). Uma vez que o processo agre-
gado de Y (t) tem características auto-similares, pode-
mos afirmar que:

Y =
d

mH−1Y (1) (13)

A média do processo agregado Y é zero e a variân-
cia do mesmo, em função do parâmetro de agregação
m, é dada em logarítmo por:

log2{var[Y ]} = (2H − 2) log2 m + log2 σ2 (14)

Agora, pretendemos estabelecer uma relação similar
a anterior, assim como um parâmetro de escala global
Hg para processos multifractais. O seguinte lema será
empregado na obtenção do parâmetro Hg .

Lema 1 Seja X(k) um processo multifractal com
parâmetros α, ρ e γ e o processo agregado Xm de X(k)
definido como:

Xm =
1
m

km∑

(k−1)m+1

X(k) (15)

A variância do processo agregado var[Xm], onde m =
2k é determinada pela seguinte equação:

var[Xm] = e2ρ+2γ2
(

α + 1
α + 1/2

)N−k

−(e2ρ+γ2
22k−2N )

(16)
Prova: Ver apêndice

Proposição 1 Seja o processo multifractal X(k) com
parâmetros α, ρ e γ. O parâmetro de escala global para
este processo é dado por:

Hg = 1−
log2(

α+1
α+1/2 )

2
(17)

Prova: O Lema1 descreve o comportamento da vari-
ância var[Xm] do processo agregado em função do pa-
râmetro de agregação m. Quando o número de estágios
N na geração da cascata é grande, o termo (e2ρ+γ2

22k−2N )
da equação (16) pode ser seguramente ignorado. Apli-
cando logaritmo em (16), obtemos:

log2 var[Xm] =

=log2 e2ρ+2σ2
+log2( α+1

α+1/2 )
N

+log2( α+1
α+1/2 )

− log2 m (18)

Comparando-se (14) e (18), pode-se verificar a cor-
respondência entre os termos envolvidos. Assim, o pa-
râmetro Hg é dado pela seguinte equação:

Hg = 1−
log2(

α+1
α+1/2 )

2

Dessa forma, podemos definir um parâmetro de es-
cala global Hg para o tráfego multifractal, análogo ao
parâmetro de Hurst H no caso monofractal.

3.1 Estimação da Função de Escala

O cálculo de Hg envolve a estimação do valor de α,
um parâmetro da função escala t(q). A função de es-
cala t(q) pode ser estimada utilizando o método de-
scrito a seguir [35]: Dado o processo de incrementos



{X1, X2, . . . , Xn}, definimos a série agregada {Xm}
no nível m por:

Xm
k = X(k−1)m+1 + X(k−1)m+2 + ... + X(k)m (19)

onde k,m = 1, 2, . . ..
Caso a série {Xk} possua propriedades em escala,

então o gráfico dos momentos absolutos E(|x(t)|q) ver-
sus m em um escala logarítmica em ambos eixos, deve
resultar em uma reta descrita pela seguinte equação:

log E(|x(t)|q) = τ0(q) log m + log c(q) (20)

A inclinação desta reta provê uma estimativa de τ0(q) e
sua intersecção corresponde ao valor de log c(q).

Aplicando o método de mínimos quadrados, obte-
mos a curva τ̂0(q). Neste trabalho calculamos o pa-
râmetro α da equação (8) por meio de um algoritmo
de otimização não-linear. Mais especificamente, apli-
camos o algoritmo de Levenberg-Marquardt [23] para
se achar o valor ótimo para o parâmetro α da equação
(8) de acordo com os pontos obtidos para a curva τ̂0(q).
Dessa forma, o algoritmo se encarrega de encontrar o
valor do parâmetro α para um determinada série de trá-
fego.

A equação de atualização do algoritmo de Levenberg-
Marquardt para estimação do parâmetro α é [23]:

αi+1 = αi − (Hes + ηdiag(H))−1∇φ(αi) (21)

onde Hes é a matriz Hessiana (Hes = ∇2φ(αi)), η é
um parâmetro de controle, αi é o valor do parâmetro α
na i-ésima iteração do algoritmo e ∇ representa o ope-
rador gradiente de uma função.

4 Banda Efetiva Usando o Parâmetro de Es-
cala Global

O conceito de banda efetiva provê um modo de carac-
terizar os requisitos de recursos de uma conexão. A
banda efetiva de um fluxo de tráfego é uma taxa maior
que a taxa média, mas menor que a taxa de pico deste
fluxo de dados. Ela corresponde a capacidade que pode
ser usada para atender os parâmetros de QoS exigidos
por um fluxo. Além disso, se vários fluxos de tráfego
são simultaneamente servidos à uma taxa equivalente
à sua banda efetiva, então as demandas de QoS não
serão violadas [24]. A banda efetiva pode ser modelada
de forma paramétrica. Neste caso, algumas equações
de banda efetiva analítica são conhecidas, por exemplo
para processos de Poisson, On-Off e ruído gaussiano
fracionário (fGn) [8]. Por outro lado, temos os cálculos
de ‘banda efetiva medida’, ou seja, onde não se assume
um modelo, mas sim, se obtém a banda efetiva dire-
tamente pela medição da fonte. Entre estes métodos

têm-se: estimator direto, estimator em bloco, estimator
baseado na distância de Kullback-Leibler, baseado em
regressão linear e banda efetiva empírica [25].

Seja X[0, t] o tráfego acumulado durante o inter-
valo de tempo [0, t] para um fluxo de tráfego. A banda
efetiva de um fluxo de tráfego é definida pela seguinte
equação [24]:

α(θ, t) = lim
t→∞

1
st

log E(eθX[0,t]), (22)

que é uma função do parâmetro de espaço θ > 0 e
da função geradora de momento E(eθX[0,t]). Quando
não se possui uma expressão analítica para a função
geradora de momento, uma das forma de se calcular a
banda efetiva é através do conceito de banda efetiva em-
pírica . No cálculo de banda efetiva empírica considera-
se ÊNt [e

θX(0, t)], a função geradora de momento me-
dida para a série de tráfego com Nt amostras. Para
processos de Poisson e On-Off, a banda efetiva em-
pírica é muito próxima de suas respectivas bandas efe-
tivas analíticas [25].

Seja X(t) um processo multifractal com parâmetro
de escala global Hg. A função geradora de momento
de um processo multifractal com média µ e variância
σ2 pode ser dada por [35]:

E(eθX[0,τ ]) = exp

(
µτθ +

τ2Hgσ2θ2

2

)
(23)

Assim, de acordo com as equações (22) e (23), a
banda efetiva do processo multifractal descrito na seção
2, cujo parâmetro de escala global é Hg, pode ser dada
por:

α(θ,t)=eρ+γ2/2+ θ
2 (e2ρ+2γ2( α+1

α+1/2 )
N−e2ρ+γ2

)τHg (24)

onde θ é o parâmetro de espaço e τ é a escala de tempo.
Neste trabalho, tomamos a banda efetiva empírica

como exemplo de banda efetiva ‘medida’ e a de Norros
[26], que se baseia no modelo monofractal fBm, para
efeito de comparação nas simulações. Diferentemente
da de Norros, a banda efetiva proposta utiliza parâme-
tros de um modelo multifractal, incluindo o parâmetro
de escala global. Na seção 2, mostramos que processos
multifractais possuem parâmetro de escala global Hg,
similar ao parâmetro de Hurst para tráfego monofrac-
tal. Entretanto, o valor de Hg pode ser obtido analiti-
camente pela equação (17). Já o parâmetro de Hurst é
estimado por meio de algoritmos específicos [31]. Caso
o tráfego analisado seja monofractal, os resultados da
nossa proposta de banda efetiva e a de Norros serão
semelhantes. Ou seja, a proposta de banda efetiva leva
em consideração as características mono e multifractais
do tráfego de redes.



5 Limitantes de Desempenho de Redes

As pesquisas em limitantes de desempenho de redes
têm aberto novos rumos à análise e projeto de redes
de alta velocidade [27] [34]. Nesta seção, mostramos
como a banda efetiva se relaciona com os conceitos do
Cálculo de Rede e como pode ser usada para se obter
os limitantes de desempenho para atraso e tamanho de
fila.

Um dos conceitos envolvidos com o Cálculo de Rede
é o de processo envelope [1] [5]. Considere uma se-
qüência não-negativa {a(t), t = 0, 1, 2, . . .} correspon-
dente ao processo de chegada de tráfego e seja A(t1, t2) =∑t2−1

t=t1
a(t). Um processo Â(t) é dito ser um processo

envelope de a(t) se:

A(t1, t2) ≤ Â(t1, t2) ∀ t1 ≤ t2 (25)

De forma análoga, consideremos Â(θ, t) um pro-
cesso ‘limitante’ de a(t) tal que:

1
θ

log EeθA(t1,t2) ≤ Â(θ, t2 − t1) ∀ t1 ≤ t2

(26)
O processo Â(θ, t) é denominado processo envelope

de a(t) com relação a θ [3]. Então, o processo envelope
mínimo (PEM) em relação a θ pode ser calculado por:

A∗(t) = sup
s≥0

1
θ

log EeθA(s,s+t) (27)

Utilizando o processo envelope mínimo A∗(t), calcula-
se a taxa de envelope mínima (TEM) de a(t) em relação
a θ através da seguinte equação [3]:

a∗(θ) = lim sup
t→∞

A∗(θ, t)
t

(28)

A definição de TEM está conectada à Teoria dos
Grandes Desvios através do Teorema de Gärtner-Ellis
[20]. É necessário considerar as seguintes condições
para a(t), t = 0: i) {a(t), t ≥ 0} deve ser estacionário
e ergódico; ii) a∗(θ) = limt→∞

A∗(θ,t)
t para todo 0 <

θ < ∞; iii) θa∗(θ) deve ser estritamente convexo e
diferenciável para todo 0 < θ < ∞. Sob estas condições,
a sequência {A(0, t), t ≥ 1} obedece ao princípio dos
grandes desvios com função de taxa I(v) dada por [28]:

I(v) = sup
θ
{θv − θa∗(θ)} (29)

A TEM a∗(θ) para variáveis aleatórias i.i.d é citada
como banda efetiva por Kelly [8]. O par (α∗(θ), σ∗(θ))
define um processo envelope linear (PEL) mínimo α∗(θ)t+
σ∗(θ) com relação a θ:

α∗(θ) = lim
t→∞

sup
1
t

sup
θ≥0

1
θ

log EeθA(t1,t2) (30)

e
σ∗(θ) = inf{σ(θ)| 1θ log EeθA(t1,t2)

≤ α∗(θ)(t2 − t1) + σ(θ)} (31)

onde t2 ≥ t1 ≥ 0. O PEL mínimo é definido para qual-
quer tipo de processo. Os valores de a(t1) e a(t2) não
são necessariamente independentes. Caso o seguinte
limite exista:

h(θ) = lim
t→∞

1
t

log EeθA(0,t) (32)

então h(θ)/θ é a banda efetiva de a(t) com relação a θ.
Assim, α∗(θ) é exatamente a banda efetiva com relação
a θ.

Seja {W (t)} o processo correspondente ao tamanho
da fila no buffer (backlog). Considerando-se que a(t)
é independente de W (0) e α∗(θ) < c, então a função
geradora de momento para o processo de backlog é lim-
itada por [4]:

E[eθW (t)] ≤ eθ(α∗(θ)−c)teθσ∗(θ)E[eθW (0)] + B(θ)
(33)

onde

B(θ) =
(1− e−cθ)eθσ∗(θ)

1− eθ(α∗(θ)−c)
(34)

O valor limite para a função geradora de momento
pode ser usado para se derivar limitantes para o back-
log, atraso médio, o processo envelope mínimo e a dis-
tribuição de cauda do tamanho da fila no buffer. Consi-
derando-se que a(t) é independente de W (0) e α∗(θ) <
c, para um nó com um único servidor podemos afirmar
que [4]:

i) A probabilidade de perda de bytes é limitada ex-
ponencialmente por:

P [W (t)≥w]≤e−θw{eθ(α∗(θ)−c)teθσ∗(θ)E[eθW (0)]+B(θ)}
(35)

ii) O tamanho médio da fila é limitado em:

E[W (t)] ≤ {eθ(α∗(θ)−c)teθσ∗(θ)E[eθW (0)] + B(θ)}
(1− e−θ)

(36)
Dessa forma, usando a equação de banda efetiva

(24), calculamos limitantes de desempenho para uma
fila alimentada com processo multifractal. Os limitantes
para a probabilidade de perda de bytes e tamanho médio
da fila são dados pelas equações (35) e (36), respectiva-
mente.

5.1 Probabilidade de Perda para Processos com
Longa-Dependência

Várias questões de engenharia de tráfego, como dimen-
sionamento de buffer e controle de fluxo estão relacio-



nadas ao comportamento de fila do tráfego. A carac-
terística de longa-dependência do tráfego tem um im-
pacto significativo em seu comportamento de fila [15].

Norros [26] e Duffield e O’Connell [24] apresen-
taram limitantes inferiores de probabilidade de perda
para processos auto-similares. Entretanto, em muitos
casos, esta aproximação subestima a probabilidade de
perda P (Q > b). O limitante inferior para P (Q > b)
decai assintoticamente (para buffer muito grande) de
acordo com uma função de Weibull. A probabilidade de
cauda de ocupação da fila é muito mais ‘pesada’ (heavy
tailed) do que a distribuição exponencial predita por
modelos de tráfego tradicionais de curta-dependência.
A distribuição do tamanho da fila ou a probabilidade de
perda para processos que têm parâmetro de Hurst H ∈
(0.5, 1) pode ser dada, segundo a Teoria dos Grandes
Desvios por [24]:

lim
b→∞

b−2(1−H) ln P (Q > b) = −a−2(1−H)(a + c)2/2

(37)
onde a = c/H − c.

6 Simulações e Resultados

Utilizamos nas simulações, traços de tráfego TCP/IP
(lbl-pkt-5) obtidos da Digital Equipment Corporation 1,
traços Ethernet (Bc-Aug) obtidos da Bellcore2 e traços
capturados entre os anos de 2000 e 2002 na rede Petro-
brás através de um analisador de dados da ActernaTM

com uma resolução de 32 microsegundos [29]. Con-
sideramos amostras de tráfego em uma escala de agre-
gação de 100ms, devido ao fato de os traços apresenta-
rem característica multifractal nesta escala [30]. Ap-
resentamos neste artigo, os resultados obtidos com a
séries de tráfego: lbl-pkt-5 com Nt = 215 amostras,
Bc-Aug com Nt = 214 amostras e 10-7-S-1 (Petrobrás)
com Nt = 212.

A Tabela 1 apresenta os valores para o parâmetro
de Hurst e o parâmetro de escala global Hg para duas
das séries utilizadas na análise de desempenho de fila.
O parâmetro de Hurst é calculado segundo o método
descrito em [31]. Note que os valores para o parâmetro
de escala global proposto Hg são próximos de H , mas
não iguais.

Para realizarmos as estimativas de probabilidade de
perda e tamanho médio da fila precisamos, segundo a
nossa abordagem, da banda efetiva das séries de tráfego.
A Figura 2 apresenta a banda efetiva obtida usando a
equação (24) em comparação à banda efetiva empírica
e a de Norros, para uma probabilidade de perda de 10−7

1http://ita.ee.lbl.gov/html/contrib/DEC-PKT.html
2http://ita.ee.lbl.gov/html/contrib/BC.html

Tabela 1: Parâmetro de Hurst e Hg .

Série P.Hurst Hg

lbl-tcp-5 0, 7811 0,8062
Bc-Aug 0,8617 0,8797

e tamanho do buffer igual a 60Kbytes para a série lbl-
tcp-5. Pode-se notar por esta figura que a banda efetiva
dada pela equação (24) é próxima à proposta por Nor-
ros. Sabe-se que, realmente a banda efetiva proposta
por Norros é mais conservadora do que a banda efetiva
empírica [26]. Assim como a banda efetiva de Norros,
a nossa proposta leva em consideração o parâmetro de
escala global da série de tráfego. Entretanto, a banda
efetiva proposta é mais geral pois é descrita por parâ-
metros de um modelo multifractal, resultando em uma
estimativa mais precisa para tráfego com características
multifractais.
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Figura 2: Banda efetiva para série lbl-tcp-5

Na avaliação da proposta de cálculo de probabili-
dade de perda utilizando a equação (35), consideramos
um servidor com buffer finito com capacidade igual a
c=(p)x média da série, onde p é igual a 5.6, 1.7 e 3.1
para as séries lbl-tcp-5, 10-7-S-1 e Bc-Aug, respectiva-
mente. Apresentamos na Figura 3, a probabilidade de
perda em regime permanente, ou seja, para t → ∞,
obtida para séries reaais de tráfego. A abordagem de
Duffield e O’Connell subestima a porcentagem de perda
para o tráfego real, como pode ser visto pela Figura
3. Nota-se também que, assim como a proposta de
Duffield, a nossa provê melhores resultados para buffers
maiores.

A Figura 4 mostra o tamanho médio da fila utilizando
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Figura 3: Probabilidade de perda de bytes versus tamanho do buffer

a equação (36). Pode-se notar que a medida que se au-
menta o tamanho do buffer, o limitante para a ocupação
média do buffer se torna mais próximo da ocupação
obtida com o traço de tráfego real.

7 Conclusões

O tráfego de redes, mesmo ao apresentar características
multifractais, possui uma lei de escala global que tem
grande influência no comportamento de fila nos buffers.
Demonstramos neste artigo, que este comportamento de
fila pode ser melhor caracterizado utilizando-se o parâ-
metro de escala global e Cálculo de Rede Estatístico.

Derivamos inicialmente, o parâmetro de escala global
para tráfego multifractal e associamos o Cálculo de Rede
à teoria da banda efetiva. Os valores para o parâmetro
de escala global Hg se mostraram próximos ao parâme-
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tro de Hurst. No entanto, o parâmetro Hg é obtido a
partir de um modelo multifractal.

O Cálculo de Rede nos permitiu obter expressões
para a probabilidade de perda de bytes e tamanho mé-
dio da fila. Mostramos que a inserção do Cálculo de
Rede torna mais preciso o limitante para a probabili-
dade de perda de bytes em comparação, por exemplo,
ao obtido pela Teoria dos Grandes Desvios para pro-
cessos com longa-dependência, que não considera um
processo envelope para o tráfego de entrada.

Os limitantes para probabilidade de perda e tamanho
médio da fila se mostraram adequados tanto para trá-
fego Internet quanto Ethernet. Mesmo o tráfego de ‘back-
bone’ Internet sendo monofractal em escalas de tempo
pequenas (1 a 100ms) como afirmam alguns trabalhos
[32], nossa proposta também é aplicável a esses ca-



sos, pois engloba o caso monofractal. Isso possibilita
a inclusão desta abordagem em esquemas de controle
de admissão e outros tipos de controle de tráfego para
garantir QoS. Além do mais, com a possibilidade de
análise de vários fatores como perda e ocupação do buffer,
diferentes parâmetros de QoS podem ser simultanea-
mente analisados. O que de fato provê uma descrição
mais completa do cenário de rede em questão. Como
trabalho futuro, analisaremos o impacto da variação de
parâmetros multifractais nos limitantes de desempenho
obtidos.
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8 Apêndice: Prova do Lema 1

Sejam m = 2k e x(N−k) =
∑km

(k−1)m+1 Xk. Então, o
processo agregado Xm pode ser escrito como:

Xm = 2−kx(N−k) (38)

A variância do processo agregado Xm pode ser es-
crita como:

var[X(m)] = var(2−kxN−k)

var[Xm] = E[{2−kx(N−k)}2]− E2[2−kx(N−k)]
(39)

Devido ao fato de o processo X ser o produto de
uma variável aleatória lognormal Y e um cascata mul-
tiplicativa µ, a seguinte relação é válida:

x(N−k) =
km∑

(k−1)m+1

Ykµ(∆tk) (40)

Usando a equação (40) e os momentos Mε(q) do
processo agregado da cascata multiplicativa dados por:

Mε(q) =
1
m

m∑

i=1

X(i)q =
1
m

m∑

i=1

(Yiµ(∆ti))
q (41)

obtemos:

var[Xm] = E[Y 2]E[R2]N−k − E2[Y ](
1
2
)2(N−k)

var[Xm] = e2ρ+2σ2
(

α + 1
α + 1/2

)N−k

−(e2ρ+γ2
22k−2N )

(42)
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