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Resumo. Este trabalho propde a construgdo de uma arvore n-aria com critério de busca baseado em uma
func¢ao de espalhamento adaptativa por nivel. Em outras palavras, uma nova estrutura de dados em forma
de hashing hierarquico, com operagdes de inser¢do e remogdo, é desenvolvida, pretendendo ter imple-
mentacdo simples e busca eficiente de informacao identificada por uma chave primaria. Comparagdes de
desempenho entre a estrutura proposta (ANE) e arvores bindrias de busca (ABB e AVL), arvores n-drias
de busca (ANB e B), tabela de espalhamento usando drvore para colisdes (EA), sdo implementadas. A
validag@o experimental do balanceamento natural da ANE, em relagdo a altura, é apresentada.

Palavras-Chave: espalhamento hierdrquico, estruturas de dados, busca eficiente.

ANE — Naturally Balanced Hashing N-ary Tree

Abstract. This work proposes a construction of a n-ary tree with criterion of searching based on an
adaptative hashing function by level. In other words, a new data structure in hierarchical hashing way
is developed, aiming to have simple implementation and efficient search of information identified for a
primary key. Comparisons of performance between the proposed structure (ANE) and binary search tree
(ABB and AVL), n-ary search tree (ANB e B), hash table using tree for collisions (EA), are implemented.

The experimental validation of the natural balancing of ANE, in relation to height, is presented.
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1 Introducéo

Uma 4arvore consiste basicamente em uma estrutura de
dados hierarquica, na qual pode-se visitar um ou mais
elementos filhos a partir de cada elemento pai. A van-
tagem para uma estrutura linear advém da possibilidade
de existirem vdrias alternativas de caminhos a seguir
adiante. Caso se queira encontrar uma determinada in-

formag@o, haverd apenas um caminho vélido até a mesma,

ou seja, a partir de um dado elemento visitado, ndo con-
tendo este a informacgdo desejada, apenas um de seus
filhos € dtil na busca. Os demais filhos sdo descarta-
dos e, portanto, € possivel chegar até a informacao mais
rapidamente com um ndmero menor de comparagdes.

Uma tabela de espalhamento procura reduzir ao ma-
ximo este nimero de comparacdes. A idéia bésica é
criar um vetor de ponteiros suficientemente grande e,
para cada informacgdo de interesse, mapear o seu con-
tetido (identificado por uma chave) em uma destas po-
sicdes contiguas em memoria. Para isto, € necessaria a
definicdo de uma funcdo de espalhamento para o mape-
amento Unico da informagdo em sua posi¢ido no vetor
ou tabela. Uma colisdo ocorre quando duas informa-
coes distintas sdo mapeadas na mesma posi¢do. Ideal-
mente nio ha colisdo se a tabela tiver um tamanho ade-
quado e uma fung¢fo de espalhamento perfeita [211][[16].
Neste caso, nenhuma comparagdo é necessdria para se
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detectar uma informacdo. Outras funcdes de espalha-
mento sdo utilizadas: lineares [9], baseadas no nimero
primo [[12]], baseadas em operagdes bit-a-bit [24], entre
outras.

Considerando o compromisso entre a quantidade de
memoria, projeto de uma funcdo de espalhamento ideal
e desempenho de busca das informacgdes, € interessante
o desenvolvimento de um estrutura hibrida contendo as
principais caracteristicas de drvores e tabelas de espa-
lhamento. Este trabalho propde uma nova estrutura de
dados simples e eficiente derivada da unido das duas
primeiras.

Algumas aplicagdes em que € necessaria a eficiéncia
de busca e inser¢do de informagdes podem ser citadas:
reduc¢do do custo de transmissdo em bases de dados dis-
tribuidas [4]]; acesso eficiente de estruturas de proteinas
em uma base de dados [2]; classificagdo de enderecos
IP para filtragem de pacotes no firewall, politica de ro-
teamento, qualidade do servigo, entre outros servigos
da internet [20]; indexa¢ao de elementos de multimidia
como, por exemplo, base de dados de imagens [[14]].

A estrutura hibrida pode ser representada inicial-
mente por uma arvore bindria de busca balanceada con-
tendo uma tabela com n. informagdes em cada ele-
mento [5]. Ou através de uma melhor organizagdo dos
ponteiros entre estes elementos resultando em uma es-
trutura de acesso a memoria residente em tempo real [LL7]].
Estes dois métodos tém algoritmos de percurso que re-
tornam as informagdes ordenadas por chave, sio linea-
res no pior caso (O(n)), e aproximam-se ao desempe-
nho de uma édrvore bindria (O(logn.), se ne > n, ou
O(logn), caso contrdrio) na prtica.

2 Defini¢des Preliminares

Nesta secdo, s@o apresentadas algumas defini¢cdes tteis
a leitura do restante do texto.

2.1 Nomenclatura

Uma arvore pode ser definida como um conjunto finito
de elementos (nds) vazio ou particionavel em [N +1 sub-
conjuntos disjuntos onde um deles é unitario e compde-
se apenas de um n6 referéncia denominado raize N ou-
tros subconjuntos conhecidos como sub-drvores. Por-
tanto, uma drvore é composta de drvores e pode ser tra-
tada recursivamente. Um nd € uma estrutura unitaria
que armazena, de alguma forma, uma ou mais informa-
cdes e, além disto, disponibiliza mecanismos de acesso
(podem ser ponteiros) a outros nés hierarquicamente in-
feriores ou descendentes. Tais n6s ligados a ele sdo cha-
mados de filhos. A ordem de uma arvore corresponde
a limitacdo do nimero maximo de filhos que cada né

pode ter. Em particular, se é estabelecido o maximo
de dois filhos para cada nd, entdo trata-se de uma dr-
vore bindria, ou seja, uma drvore de ordem 2. Uma ar-
vore com até N filhos por né € dita n-dria (ou multi-via
ou ainda multi-direcional). Se o nimero total de filhos
de um né qualquer for igual a ordem da arvore, entdo
refere-se a um no completo. Um né com pelo menos
uma sub-drvore vazia é definido como semi-folha. Se
um né possui todas as sub-arvores vazias, ou seja, nao
apresenta nenhum filho, entdo trata-se de uma folha. O
nivel (ou profundidade) esta relacionado a um né espe-
cifico. A raiz, como ancestral de todos os demais nos,
estd localizada, por defini¢cdo, no nivel 0, os filhos da
raiz, no nivel 1, os filhos destes (netos da raiz), no nivel
2, e assim sucessivamente. A altura de uma arvore (ou
sub-arvore) corresponde a maxima profundidade atri-
buida a um de seus nés. Por definigfo, a altura de uma
arvore vazia € igual a —1. No contexto deste trabalho, o
conceito de balanceamento estd associado a diferenca
maxima de alturas, A .x, entre todas as sub-arvores
de um determinado né. Se todos os nés da arvore t€m
Anax suficientemente pequeno, entdo a arvore é consi-
derada balanceada. O critério de altura é adotado por
estar relacionado ao nimero de comparacdes para se
obter uma informacao e conseqiientemente, a eficiéncia
de busca. Por outro lado, uma arvore € degenerada se
estiver relativamente distante da condicdo de balance-
amento, ou seja, se apresentar diferencas consideravel-
mente grandes de alturas entre as sub-arvores de pelo
menos um de seus nds. No caso extremo, a estrutura hi-
erdrquica pode degenerar, em sua funcionalidade, para
uma estrutura linear.

Pode-se entender hash ou espalhamento como um
sistema que identifica uma informagdo associada a uma
chave com exclusividade e eficiéncia. O método mais
comum, em termos de classificagdo de dados, € a trans-
formagdo de uma chave em uma posi¢do de uma fa-
bela de espalhamento através de uma funcdo de espa-
lhamento. A determinacdo desta funcdo ndo € trivial,
pois posicdes idénticas na tabela podem ser mapeadas
para chaves distintas. Este efeito é denominado colisdo.

Neste artigo, uma tabela com fungdo de espalha-
mento diferente € implementada em cada né de uma
arvore. Valores de chaves assumem, portanto, posi¢des
especificas na arvore a partir da adaptacdo de uma fun-
cdo de espalhamento proposta, facilitando, desta forma,
a busca de informagdes. Vale lembrar que sdo conside-
radas apenas chaves primdrias ou exclusivas. A seguir,
sdo apresentadas estruturas de dados usuais na compu-
tagc@o para posterior comparagdo com a drvore de espa-
Ihamento proposta (ANE).



2.2 Arvores Binarias de Busca

Uma arvore bindria de busca (ABB) [[13][6]] apresenta
ordem 2 e critério de ordenacdo das chaves. Para que
um nova informagdo possa ser inserida, sua chave é
comparada a chave da informacao ja armazenada e, caso
seja maior, a insercao deve ocorrer a direita do né exis-
tente. Se menor, € inserida a esquerda deste mesmo
né. O novo nd se posiciona, desta forma, como fi-
lho de um né folha. Cada né da ABB apresenta, por-
tanto, sub-drvore esquerda com chaves menores e sub-
arvore direita com chaves maiores que a sua prépria
chave. Existem vdrias derivagdes da ABB. Dentre elas,
a AVL [l]] que também ¢ bindria de busca, porém man-
tida de forma balanceada pelo critério da diferenca en-
tre as alturas das sub-arvores dos nés (deve ser de no
mdaximo 1). A cada inser¢do na AVL, caso ocorra des-
balanceamento de um né, pode haver uma rotacao (re-
ligacdo de ponteiros) para manutengdo deste critério,
implicando que a 4rvore jamais se degenere. Esta agdo
promove a redugdo da quantidade de comparacdes de
chaves para a busca de uma informagao.

2.3 Arvores N-arias de Busca

Uma arvore n-dria € tal que em cada n6 da mesma ha
um nimero arbitrario, limitado pela ordem da arvore,
de filhos [[7]. Normalmente uma arvore n-aria é enten-
dida como um superconjunto de 4rvores bindrias. E o
caso da arvore n-aria de busca (ANB) [23] como su-
perconjunto da arvore bindria de busca (ABB). Pode-se
também citar a arvore B [3]] como uma versao, neste for-
mato, bastante utilizada em sistemas de arquivos que,
para ordem N = 2d + 1, sendo d um ndmero natural,
deve ser vazia ou satisfazer as seguintes condi¢des: a
raiz € uma folha ou tem no minimo dois filhos; cada n6
diferente da raiz e das folhas possui no minimo d + 1 fi-
lhos; cada n6 tem no maximo 2d + 1 filhos. Cada n6 em
uma arvore B € chamado de pdgina e pode armazenar
vdrias chaves (com suas informagdes ou registros) [[19].
E importante salientar que, para este tipo de arvore, a
complexidade computacional é O(logn), no pior caso,
em relacdo ao nimero de chaves. Uma reducdo ainda
maior do nimero de comparagdes ou acessos (critico
em memoria secunddria), pode ser obtida pelo aumento
do nimero de chaves por no.

2.4 Tabela de Espalhamento

Uma tabela de espalhamento [23]][[13] € uma péagina de
informagdes mapeada por uma funcao de espalhamento
de chaves. Muitos aspectos sobre esta estrutura ja fo-
ram apresentados. Para efeito de compara¢do com a
ANE, este trabalho considera apenas um vetor, de ta-
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Figura 1: Estrutura de um n6 da ANE e método de espalhamento.

manho N, de informagdes mapeadas pela fungdo resto
da divisdo inteira da chave por N. Para resolucdo de
colisdo, é considerada a existéncia de arvores bindrias
de busca (ABB) em cada posicdo do vetor. Esta versido
€ denominada espalhamento usando 4rvores para arma-
zenar as colisdes (EA).

3 Estrutura de busca proposta

A estrutura de dados proposta contém caracteristicas
tanto de arvores de busca como de tabelas de espalha-
mento. O objetivo é o de desenvolver um método hi-
brido de busca extremamente eficiente sem a necessi-
dade de manipulagdo de ponteiros ou cépia de dados
para a manutencdo do balanceamento. Porém, ndo serd
possivel um percurso em tal estrutura que determine a
ordenacio das chaves primarias das informagdes. Deste
ponto em diante, um “elemento” da arvore serd denomi-
nado “né”, termo este mais adequado na descricdo da
estrutura interna para efeito de implementagdo. A Fi-
gura [l exibe, portanto, os campos de um né da Arvore
N-aria de Espalhamento (ANE) de ordem NV localizado
em um nivel k. Por se tratar de uma estrutura hierar-
quica, algum né no nivel £ — 1 deve ter uma sub-arvore
x(k —1),onde z(k — 1) € [0, N — 1], que aponta para
este nd que, por sua vez, apresenta um registro 2 (con-
tendo uma chave ch que o identifique) e N outros pon-
teiros para o nivel seguinte (k + 1). A inser¢do de um
novo registro sempre ocorre em uma sub-arvore vazia
de uma semi-folha. O processo de busca por esta posi-
¢a0 € baseado na fun¢do de espalhamento “resto da di-
visdo inteira” (o simbolo “%” serd usado para represen-
tar este operador). A contribui¢do deste trabalho estd
no fato deste espalhamento, que ocorre em cada né no
processo de busca, ser diferenciado para cada nivel da
ANE. Observa-se, através de experimentagdo, que esta
configurag@o proporciona um certo balanceamento na-
tural da arvore.



3.1 Espalhamento adaptativo

Cada n6 da ANE apresenta um registro R (contendo
uma chave ch) e IV caminhos para seguir adiante. Poder-
se-ia imaginar que a busca pudesse simplesmente utili-
zar o resto da divisdo do valor da chave ch do registro
pelaordem V. No entanto, esta abordagem gera arvores
tao degeneradas quando maior for o nimero de colisdes.
Para uma estrutura de ordem 2, por exemplo, temos me-
tade das chaves optando pela primeira sub-arvore (se
ch%?2 igual a 0) e a outra metade, pela segunda (se
ch%2 igual a 1). Algo semelhante ao que ocorre com
a ABB definida na Secdo 2l Portanto, é preciso tornar
a funcdo de espalhamento adaptativa, ou seja, diferente
para cada nivel k da drvore. As Equacdes[lle Pl descre-
vem a estratégia de deciséo por uma subdrvore x(k), a
partir do nivel k, no processo de busca por uma chave
em uma arvore de altura h.

t(k,7) = (ch +)%(N + & — i) 1)

(k) = {

ondei € [0,k],e k € [0, ]

t(k, 1)
t(k,i+1)

set(k,i) <N
caso contrario

)

Caso a chave ch procurada no esteja em um nivel k
qualquer, é necessario busca-la no nivel seguinte (k+1).
A escolha da sub-arvore z(k), dentre as N possiveis
(referente a ordem escolhida para a ANE), ¢ feita inici-
almente a partir do resultado ch%(N + k). Caso este
valor ndo esteja no intervalo [0, N — 1], entdo a nova
tentativa é (ch+1)%(IN +k — 1). A terceira tentativa é
(ch+2)%(N +k—2). Isto continua até que se encontre
um valor de sub-drvore (ch + i)%(N + k — i) vélido,
onde i € [0, k]. O dltimo teste possivel é (ch + k)% N
resultando em um valor x(k) obrigatoriamente perten-
cente ao conjunto [0, N — 1].

3.2 Busca e insercao

O algoritmo de busca da ANE deve retornar uma refe-
réncia (ponteiro) para um no, cujo registro R contém a
chave ch desejada, ou a posi¢do de insercdo (ponteiro
nulo) caso ch ainda ndo exista. Por outro lado, se a
busca concluir que ch ja existe, a inser¢ao deve resultar
fracasso ja que apenas chaves primarias (sem repeticéo)
sdo consideradas. Alguns exemplos sdo construidos a
seguir com a intencdo de facilitar a compreensao da es-
trutura proposta. De modo a simplificar a explicacdo,
apenas a chave ch (e ndo o registro R como um todo)

1 (ch+0) % 3
|
(ch+0) % 2 1 (ch+1) % 2

(a)

I
1 | (ehs0) % 4
| (ch+0) % 3 | (ch+1) o
(ch+0) %2 | (ch+1) %2 | (ch+2) % 2 | (ch+3) % 2

1 (ch+0) % 3
I
(ch+0) % 2 1 (ch+1) % 2

(b) (©

Figura 2: ANE de ordem 2. (a) Trés primeiras insercdes. (b) Quarta
inser¢do. (c) Demais insercdes.

¢ considerada em cada n6 da drvore. Para a seqiién-
cia aleatéria de insercdo: 20, 5, 70, 80, 15, 30, 25,
7, 10, 60; a Figura [ ilustra trés momentos da forma-
¢do de uma ANE de ordem 2. Em (a), é visualizada
a drvore ap0s as trés primeiras insercdes. A primeira
chave (20 neste caso) corresponde sempre a raiz (lo-
calizada no nivel 0). A inser¢do da segunda chave (5)
consiste na comparagdo primeiramente com a raiz (se
for o mesmo valor, a insercio fracassa). Caso seja dife-
rente, ha dois caminhos a decidir, prosseguindo a busca
da posicao de inser¢do: sub-drvore O ou sub-arvore 1.
Esta escolha é feita, conforme a Equagio[ll calculando
o valor (5 + 0)%(2 + 0 — 0), que neste caso é 1. Como
a sub-arvore 1 daraiz € vazia, a chave 5 € inserida nesta
posicdo. O procedimento se repete para a terceira in-
sercao (70). Esta chave € inserida na sub-drvore vazia
(70 + 0)%(2 + 0 — 0) da raiz, ou seja, sub-drvore 0.
Em (b), ocorre a inser¢do da proxima chave (80). Esta
€ comparada com a raiz. Sendo diferente, deve ir ao
préximo nivel pelo caminho (80 + 0)%(2 4+ 0 — 0), ou
seja, 0. Agora no nivel 1, é comparada com a chave
ja inserida 70. Sendo diferente, deve ir ao préximo
nivel pelo caminho (80 + 0)%(2 + 1 — 0), ou seja,
2. No entanto, este caminho ndo existe e, conforme a
Equagdo ] um novo z(1) deve ser testado para i = 1:
(80 +1)%(2 + 1 — 1). Portanto, 80 € inserido na sub-
arvore 1 da chave 70. Em (c), as demais chaves consi-
deradas sdo inseridas seguindo a mesma idéia.
Considerando agora uma seqiiéncia ordenada (mes-
mas chaves da FiguraP)) de inser¢do: 5, 7, 10, 15, 20,
25, 30, 60, 70, 80; a Figura [l mostra a construgio da
ANE, em (a), de ordem 2 (N = 2) e, em (b), de ordem
4 (N = 4). Observa-se que a distribuicdo das chaves
pouco interfere na distribui¢do “fisica” dos nés na ar-
vore, mantendo o balanceamento. Ou seja, a diferenga
entre as alturas de quaisquer duas sub-arvores de um
n6 qualquer, ndo difere demasiadamente na pratica (ba-
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Figura 3: ANE com inser¢do ordenada. (a) Ordem 2. (b) Ordem 4.

lanceamento natural). Ressalta-se que tal processo dis-
pensa cépias ou manipulagdo de ponteiros. Ndo hd, no
entanto, um percurso trivial que resulte na classificacdo
em ordem crescente (ou decrescente) das chaves.

3.3 Remocao

O procedimento de remocdo de uma chave ch da ANE
¢ simples. No processo de busca, se ch ndo for encon-
trada, ocorre fracasso. Caso contrario, ch deve ser reti-
rada da estrutura. H4 dois casos possiveis: remocdo de
n6 folha que é simplesmente desalocado; remogdo de
n6 ndo-folha que deve ser desalocado e substituido pela
folha mais profunda entre todas as suas sub-arvores. A
Figuraflexemplifica duas remogdes. A motivagdo desta
maneira de proceder a substitui¢do estd na tentativa de
manutencio do balanceamento natural da drvore. Em
(a), a chave 10 é removida. A folha mais profunda en-
tre suas sub-arvores, 0 e 1, apresenta ch = 80 e esta
a substitui. Em (b), a chave 5 é removida. As fo-
lhas mais profundas entre suas sub-arvores, 0, 1, 2 e
3, apresentam ch = 80 (sub-arvore 0) e ch = 70 (sub-
arvore 2). Escolhe-se qualquer uma destas na substitui-
¢30. Quando had mais de uma candidata, pode-se, por
exemplo, escolher a chave substituta localizada na ul-
tima sub-4rvore visitada como na Figura E(b).

4 Experimentacéao e resultados

Nesta secdo, o desempenho no processo de busca ou
posicionamento de uma informacdo na ANE & apresen-
tado. Os gréficos sdo elaborados considerando o nu-
mero médio de comparagdes (ou logaritmos, na base
10, deste nlimero) necessario na obtencao de uma chave
existente (ja inserida) ou determinagdo da posi¢do de
inser¢do de uma nova chave, em relagdo ao nimero de
chaves possiveis. Sdo estabelecidos 28 conjuntos com
as seguintes quantidades de chaves: 102, 2-102, 3-102,
4-102%,5-10% 6 -102%, 7-10%, 8- 102, 9 - 102, 103,
2-10%,3-10%4-10% 5-10% 6 -10% 7-10%, 8 - 10%,
9-103,10%,2-10%,3-10%,4-10%,5-10%,6-10%, 7- 104,
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Figura 4: Remogdo na ANE. (a) Remocao da chave 10 em uma ANE
de ordem 2. (b) Remog¢@o da chave 5 em uma ANE de ordem 4.

8-10%,9-10%, 10°. Tais conjuntos podem conter chaves
organizadas de forma aleatdria ou em ordem crescente.
Espera-se que o desempenho de cada ANE, criada para
cada conjunto, seja aproximadamente o mesmo inde-
pendente da distribuicdo das chaves.

A Figura [ exibe a comparacdo entre ABB, AVL e
ANE (ordem 2) para todos os conjuntos de chaves. Em
(a), as mesmas foram inseridas aleatoriamente e, neste
caso, para 10° chaves sdo necessdrias aproximadamente
16 comparacdes, em média, na AVL, e 21 comparagoes,
na ABB e ANE. Estes valores sdo relativamente redu-
zidos demonstrando eficiéncia nas trés arvores. Em (b),
por outro lado, sdo feitas inser¢des de chaves ordena-
das, sendo o pior caso para a ABB que se torna com-
pletamente degenerada (eficiéncia de busca idéntica a
de uma estrutura linear), enquanto para a eficiéncia da
AVL e da ANE mantém-se praticamente inalterada. Es-
tes primeiros graficos revelam o balanceamento natural
da ANE, resultado da excelente distribui¢do de chaves
proporcionada pelo espalhamento adaptativo. Através
do ajuste de curva por regressdo logaritmica [[L0], con-
forme a Figural (com desvio padrdo de 0.11 e coefici-
ente de correlagdo de 1.00), obtém-se a Equagdo Bl para
a ANE de ordem 2. Onde z é o niimero de chaves e v,
o nimero médio de comparagdes. Como a correlagdo é
alta e o erro de ajuste relativamente reduzido, conclui-
se que a ANE de ordem 2 é O(logn) em relagdo ao
numero de chaves. Ao incrementar a ordem da ANE,
espera-se um desempenho ainda melhor. Esta expec-
tativa € comprovada nas experimentacdes ilustradas na
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Figura 5: Comparacdo de desempenho entre ABB, AVL e ANE de
ordem 2. (a) Chaves aleatdrias. (b) Chaves ordenadas.
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[ 2.30681Inz — 5.2249
y 2.32181Inz — 5.3896

O ajuste logaritmico das curvas na Figura [ sdo:
para ANE de ordem 4, y = 1.5230 Ilnz—4.6578 (desvio
padrio: 0.32, coeficiente de correlagdo: 1.00); e para
ANE de ordem 8, y = 0.7756 Inx — 1.7121 (desvio pa-
drao: 0.16, coeficiente de correlagdo: 1.00). Observa-se
que, a medida que a ordem da ANE aumenta, o coefici-
ente multiplicativo do logaritmo neperiano diminui, ou
seja, a constante de complexidade é reduzida. Se o grau
da ANE € maior que 2, seu desempenho, como era de se
esperar, supera o da AVL (lembrando que um né desta
ultima pode ter, no maximo, dois filhos).

Na Figura[]l foram comparadas estruturas com or-
dens (nimero de filhos por né) distintas. A AVL ¢ bi-
ndria, mas outras estruturas como a ANB e B podem
ter ordens maiores que 2. A Figura [§] exibe um me-
lhor desempenho da ANE, em relagdo a estas duas tl-
timas estruturas. As trés drvores sdo comparadas em
igualdade de condicdes, ou seja, com a mesma ordem

Logarithm Fit
Graph

CurveExpert 1.3 Logarithm Fit CurveExpert 1.3
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Figura 6: Ajuste de curvas [[10] para os resultados experimentais da
ANE de ordem 2. (a) Chaves aleatérias. (b) Chaves ordenadas.
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(8 ou 1000) e mesmo conjunto de chaves (aleatdrias ou
ordenadas). A ANB ndo é balanceada e torna-se de-
generada se as chaves forem inseridas de maneira or-
denada. A arvore B demonstra-se comportada (confi-
guracdo linear nos gréficos log-log apresentados), as-
sim como pdde ser verificado também com a AVL. E a
ANE, proposta deste trabalho, apresenta dois compor-
tamentos diferentes. E O(log n) para grau 8, conforme
verificado anteriormente, e apresenta uma curva dife-
renciada para grau 1000. Considerando os residuos mi-
nimos de aproximagdo para um conjunto com mais de
103 chaves, a fungdo que melhor se ajusta aos dados
obtidos para a ANE de ordem 1000 é y = %
(desvio padrao: 0.19, coeficiente de correlagdo: 0.91).
No limite, x <+ oo, esta fun¢ao se aproxima de 1.9629,
ou seja, torna-se uma constante ou um espalhamento
perfeito O(1). No entanto, isto ndo é possivel na pré-
tica. Uma ANE de ordem 1000 certamente ndo oferece
espalhamento perfeito para um conjunto de chaves sufi-
cientemente grande. Esta andlise de dependéncia entre
o grau da ANE e a quantidade de chaves consideradas é
feita adiante.

A FiguraBlilustra a dltima comparagio feita, desta
vez entre 0 EA e a ANE, para ordens 10 e 1000 (consi-
derando apenas chaves aleatdrias). Ambos espalhamen-
tos se mantém perfeito até 10 chaves. A ANE supera o
EA rapidamente com o aumento do niimero de chaves.

De modo a demonstrar o balanceamento natural da
estrutura proposta, uma vez construida a ANE para um
dado conjunto de chaves (quantidade igual a 102, 103,
10% e 105, aleatérias e ordenadas), as alturas de todas
as sub-arvores da raiz foram calculadas. As alturas mi-
nima e maxima detectadas sdo apresentadas na Tabela
1 para cada arvore (de ordem 2, 4, 8, 16, 50, 100 e 320).
Conclui-se que todas as sub-arvores, em relacdo a raiz,
tém alturas praticamente iguais. A méxima diferenca
encontrada, por exemplo, foi igual a 4 para a ANE, de
ordem 4, criada a partir da inser¢do de 10* chaves orde-
nadas. Na grande maioria dos casos, no entanto, esta di-
ferenca é 0 ou 1. Este resultado é semelhante ao critério
de balanceamento da AVL, mas foi gerado naturalmente
e é preservado em qualquer ordem da ANE. O valor 320
escolhido para ordem foi um limiar encontrado nos tes-
tes realizados para um espalhamento perfeito na ANE,
considerando até 10° chaves.

A Figura [I0] apresenta experimentagdes realizadas
com quatro conjuntos — 102 chaves, 103 chaves, 10*
chaves e 10° chaves — para ANE com ordem variando
entre 2 e 230. Nota-se que hd um expressivo decai-
mento do nimero médio de comparagdes com o au-
mento da ordem da ANE.

O conjunto de Equagoes Hl consiste no ajuste das
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Numero médio de comparacées (y)

Insergédo de chaves aleatérias

Tabela 1: Alturas mdxima e minima entre todas as sub-arvores do n6
raiz, para cada conjunto de chaves (insercdo aleatdria ou ordenada),

e — considerando ANE de ordem 2, 4, 8, 100 e 320.
§ N /_/""' Alturas mdxima e minima Nuamero de chaves
P o da estrutura proposta 107 ] 10° | 10* | 10°
. e Mnima (ordem 2, aleatorias) | 8 | 15 | 25 | 35
Maxima (ordem 2, aleatérias) | 10 | 15 | 26 | 37
sul Minima (ordem 2, ordenadas) | 7 | 15 | 25 | 35
5‘? 04 Minima (ordem 2, ordenadas) 7 15 26 36
osf Minima (ordem 4, aleatérias) 4 9 15 25
0z, = : = - = Mixima (ordem 4, aleatdrias) 5 10 | 18 | 27
L°g‘°""("2‘l’3”e’° de chaves Minima (ordem 4, ordenadas) 4 8 15 | 24
Insergéo de chaves aleatérias Minima (ordem 4, ordenadas) 5 10 19 | 27
09 e = Minima (ordem 8, aleatdrias) 2 4 8 14
. 8 /»" Maxima (ordem 8, aleatdrias) 2 5 9 15
g :: // Minima (ordem 8, ordenadas) 2 4 8 14
§ 0‘5 / Minima (ordem 8, ordenadas) 2 5 9 16
N Minima (ordem 16, aleatdrias) 1 2 4 6
£ :: f Maixima (ordem 16, aleatdrias) 1 3 4 7
§ s ,/'/ Minima (ordem 16, ordenadas) 1 2 4 6
Minima (ordem 16, ordenadas) | 1 | 3 | 5 | 7
. N R Minima (ordem 50, aleatdrias) 0 1 2 3
o ‘ Miéxima (ordem 50, aleatdrias) 1 1 3 4
‘ & Logyp do nimero do chaves. * ° Minima (ordem 50, ordenadas) 0 1 2 3
Minima (ordem 50, ordenadas) 1 1 3 4
Figura 9: Comparacdo de desempenho entre EA e ANE. (a) Ordem Minima (ordem 100, aleatdrias) -1 1 1 2
10. (b) Ordem 1000. Maixima (ordem 100, aleatérias) 0 1 1 3
Minima (ordem 100, ordenadas) | -1 1 1 2
Minima (ordem 100, ordenadas) 0 1 1 3
Minima (ordem 320, aleatérias) | -1 1 1 1
Maxima (ordem 320, aleatdrias) 0 1 1 1
Minima (ordem 320, ordenadas) | -1 1 1 1
“ 2 ‘Desempenho da ANE (chaves ordenadas) Minima (ordem 320, ordenadas) 0 1 1 1
| e
BE i o
o
wf 53}“3 curvas da Figura [0l Entre parénteses, sdo relatados
0' o desvio padrio (s) e o coeficiente de correlacdo (r) de
® cada ajuste.
20 “=
o y1 ~ 91828~ (s =0.39,7 = 0.91)
" Yo R 19.7471W (s =0.63,r = 0.93) @
10 [%% ys = 39.7066 55505 (s = 0.68,r = 0.98)
5';'.“.‘;.%__ ys ~ 52719455k (s =1.25,7 = 0.96)
% p 100 150 200 = das razdes das Equacdes B definem, por sua vez, uma

Ordem (N)

Figura 10: Desempenho da ANE em relagdo a sua ordem.

reta e sdo ajustadas com desvio padrdo relativamente
baixo (2.73) e coeficiente de correlacdo bastante alto
(0.99). Portanto, a ANE com diversas ordens e para
107 chaves segue aproximadamente a Equagéo[l sendo




ANE perfeita tedrica (p x N)

/
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Figura 11: Quantidade de chaves (dado p, ha 10P chaves) em relacio
a ordem (V) da ANE para uma tnica comparagdo, em média, na
busca.

a =~ 0.5, para determinagdo do nimero médio de com-
paracoes y.

y =~ (15.0569p — 22.3603) L

para0.0 < o < 1.0 )

O projeto de uma ANE com apenas uma tnica com-
paracdo, em média, pode ser derivado da Equacdo [l
considerando y = 1. Desta forma, e supondo o = 0.5,
obtém-se a Equacdo [@l para um espalhamento tedrico
perfeito. A Figura[[Tlilustra o gréfico, a partir da Equa-
¢dol@ dos valores necessarios de p e de N para uma su-
posta ANE perfeita. Para 101°° chaves (p = 100), por
exemplo, € necessario que a ANE tenha ordem apro-
ximadamente igual a N =~ 2200267 para um espalha-
mento perfeito.

N = (15.0569p — 22.3603) (6)

5 Aplicacao de Processamento de Imagens

Uma drvore para representacdo de imagens em niveis
de cinza e desenvolvimento de algoritmos eficientes de
processamento de imagens, denominada Max-tree []
[[L1]], foi beneficiada com a utilizacdo da ANE. Najman
e Couprie [IL5] propuseram recentemente um algoritmo
rapido para a construcio da Max-tree, usando o método
Union-find de Tarjan [22]]. Salembier et al. [[18] havia
proposto anteriormente um método de inundagéo hie-
rarquico (Flood). Este necessita estabelecer relacdes
pai-filho entre nés dinamicamente e a ANE se adapta
bem a situagdo, promovendo ganho de desempenho. A
Figura[[2l compara os tempos de execugdo dos algorit-
mos com “Union-find” e a “Flood + ANE”. A inclina-
¢do da reta f1(x) (novo algoritmo usando a ANE de

Construgdo da Max-tree —— Imagens aleatérias
6000 T
Union-find Il
Flood + ANE
1(X) eeeeees
5000 [ To(x)

4000 = =

3000

2000

Tempo (milisegundos)
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0 500000 1e+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06

Nuamero de pixels

Figura 12: Comparagdo entre os algoritmos Max-tree de Najman e
Couprie (“Union-find”) e Salembier modificado (“Flood + ANE”).

ordem 11) é 20.63% menor que a f2(z) (ajustadas aos
testes com imagens quadradas aleatérias).

6 Consideracoes Finais

Este trabalho propde um nova estrutura de dados para
busca e insercdo eficiente de informagdes com imple-
mentagdo simples baseada nas caracteristicas de busca
de duas outras estruturas cldssicas da computagdo: ar-
vore e tabela de espalhamento. A andlise experimental
demonstra que a arvore n-aria de espalhamento (ANE)
proposta, em termos do nimero médio de comparagdes,
é de O(log n) se sua ordem for relativamente baixa e de
O(1), se suficientemente alta, em relagdo ao ndimero de
chaves considerado. Embora o desempenho da ANE,
para ordem 2, seja inferior a de uma AVL, os dados co-
letados indicam tendéncia semelhante no grafico entre
nimero de comparacdes e quantidade de chaves. Para
ordens maiores, a ANE supera a AVL. Ja diante das es-
truturas hierdrquicas, como a arvore B, considerando
a mesma quantidade maxima de filhos por né, a ANE
sempre se mostrou melhor. Assim como foi melhor
em relacdo ao espalhamento simples (ndo hierdrquico)
usando ABB para resolugao de colisdes (EA). Por outro
lado, ABB, AVL, ANB, B sdo estruturas que, a partir de
um determinado percurso, podem resultar na seqiiéncia
ordenada das chaves. Funcionalidade esta ndo supor-
tada pela EA e ANE que carecem, neste caso, de um
método de classificacdo separado. A ANE é, portanto,
um mecanismo essencialmente de busca e deve ser exe-
cutada, como exibida neste trabalho, em memdria prin-
cipal. No entanto, pode perfeitamente ser implemen-
tada em memoria secunddria através do acréscimo do
nimero de chaves (registros) armazenadas em cada no,
nos moldes das drvores n-arias tradicionais. Neste caso,
as chaves seriam mantidas ordenadas em cada n6 e po-
deria ser feita uma busca bindria simples para determi-



nac¢do da posi¢do de insercdo ou da posi¢do em que se
encontra a informacdo dentro do né (como ocorre, por
exemplo, na drvore B usada nas comparacdes). Uma
vez demonstrado experimentalmente, neste trabalho, o
balanceamento natural da ANE, pode-se definir a posi-
cdo de interesse (busca ou inser¢do) mais rapidamente,
ou seja, com menor nimero de comparagdes. Isto em
memoria secunddria, como disco rigido, significa uma
quantidade menor de re-posicionamentos do cabecote
de leitura, processo fisico demasiadamente lento (em
relacdo a meméria RAM). A exigéncia de um nimero
minimo de chaves por n6 na arvore B, bastante utilizada
para disco, ndo reflete um desempenho melhor quando
comparada a ANE nas experimentacdes feitas. O balan-
ceamento, em relacdo a altura de sub-arvores, proporci-
onado naturalmente pela ANE € um resultado bastante
expressivo e 1til em aplicagcdes onde é critica a busca
incessante por informacdes, sejam elas de qualquer na-
tureza, desde que indexadas por um chave inteira.

Como trabalhos futuros, outros pardmetros para ana-

lise de desempenho devem ser considerados como, por
exemplo, uso de memoria e tempo de execugdo. Além
disto, a melhor estratégia de implementagdo da pro-
posta de remocdo de informagdes deve ser estudada e

implementada para posterior andlise de desempenho con-

siderando também esta operagao.

Na aplicagio citada (se¢do B)), cada par pai-filho de

elementos necessarios a construcdo da Max-tree antes
buscados linearmente em um conjunto de dados, sdo
agora localizados pela ANE. Em testes preliminares,
com uma ANE de ordem 11, a reducdo do tempo de
execucao foi de 34.90 vezes para uma imagem aleatdria
de 300 x 300 pixels e de 31.61 vezes para uma imagem
aleatdria de 500 x 500 pixels. No entanto, ao aumentar
a ordem da ANE, o tempo ndo necessariamente dimi-
nuiu provavelmente devido ao custo computacional de
alocacdo. Novos testes, auxiliado pela andlise de me-
moria ocupada, devem ser elaborados para esclarecer
este efeito. Outras aplica¢des devem ser consideradas.
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