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Resumo.Este artigo apresenta uma proposta para a geração do gabarito das distâncias euclidianas exatas.
O método desenvolvido se baseia no algoritmo de construção de circunferências, o qual faz uso de
simetria. O método aqui descrito, realiza o mapeamento das distâncias euclidianas exatas de uma matriz
quadrada de tamanho ímpar. Também são apresentados os resultados de um experimento comparativo,
demonstrando um bom desempenho do método proposto.
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An optimized algorithm to yield a exact dilatation template

Abstract. This paper presents a novel algorithm to yield the exact Euclidean distance template. The
proposed method is based on the circle symmetry algorithm and it performs the exact Euclidean distance
mapping of an odd sized square matrix. There are shown results and a comparative experiment that
illustrates the optimal performance of the novel method.
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1 Introdução

A transformada da distância é um método que possi-
bilita obter a distância de um pontoP em relação a
qualquer outro ponto contido no mesmo espaço ao qual
pertenceP [2], sendo a distância euclidiana um caso
particular das distâncias de Minkowsky [9]. Este tipo
de distância é largamente utilizada, em diversas apli-
cações, por ser uma maneira natural de como o ho-
mem percebe o espaço à sua volta. Recentemente foi
proposto um método simples e exato para o cálculo da
transformada da distância, baseada em dilatações exatas
[3]. Seu principal componente é o gabarito da dilatação
exata, que consiste de uma matriz impar, cujos elemen-
tos apresentam a distância euclidiana do elemento de

coordenadas(i, j) ao elemento central da matriz. Para
isso, o cálculo do gabarito de dilatação exata é o pri-
meiro passo do algoritmo, gerando um razoável custo
computacional. Neste trabalho é apresentado um novo
algoritmo otimizado para a geração do gabarito da dila-
tação exata, visando diminuir o tempo de cálculo.

A transformada da distância é um método numérico
que apresenta aplicação direta em áreas como : robótica
- no planejamento de trajetórias [11] e medicina - em
neuromorfologia [4], entre outras. Além disso a trans-
formada da distância pode ser utilizada como base para
desenvolvimento de diversos métodos.

Em visão computacional e processamento de ima-
gens, diversos algoritmos fazem uso intenso da transfor-
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mada da distância, como os algoritmos de afinamento
e esqueletonização [2, 1, 6]; algoritmos de análise de
complexidade de formas por dimensão fractal [4, 5],
baseada no método de "Minkowsky-Sausage"[9] e algo-
ritmos para segmentação, separação de objetos conexos
[6] [8] e detecção de borda, como "wathershed"[10].

1.1 O gabarito da dilatação exata

O primeiro passo no método da transformada da distân-
cia, é a obtenção da tabela de distâncias euclidianas, a
partir do centro de uma matriz. A Figura 1a mostra o
valor do elemento central com valor zero (informando
a distância relativa de P a ele mesmo). Os demais pon-
tos cobertos pela matriz têm sua distância relativa a P,
determinada pela equação 1.

d =
√

(ci − i)2 + (cj − j)2 (1)

Por uma questão de maior facilidade de visualização
das matrizes, e para a manipulação de números intei-
ros, não foram extraídas as respectivas raízes quadradas
das distâncias assim, a distância euclidianaD, determi-
nada pelo par ordenado (i, j) da matriz, fica definida por
(2),ondeci e cj são os índices do elemento central da
matrizNxN , ondeN é impar.

D = (ci − i)2 + (cj − j)2 (2)

Pode-se observar que a geração das distâncias é um
procedimento simples, pois cada elemento da matriz as-
sume o valor da distância definida pelos seus respecti-
vos índices (Figura 1b). Entretanto, ainda se faz neces-
sário que as distâncias geradas e suas respectivas coor-
denadas da matriz, sejam armazenadas em uma estru-
tura de fácil recuperação - para que se possa saber quais
coordenadas de pontos estão a uma distânciaD deP [4].
Esta estrutura deverá ser ordenada em função da distân-
cia (crescente) e deverá conter para cada elemento da
estrutura a distância e a respectiva lista de coordenadas
que a geram; conforme é exemplificado na Figura 2.

Para a obtenção dessa estrutura, seria necessário a
manipulação deN2 elementos da matriz, e o agrupa-
mento de todas as coordenadas que geram uma mesma
distância, em um único vetorV cd. A proposta, aqui
apresentada, visa otimizar o algoritmo de geração da
tabela de distâncias euclidianas, atuando de duas for-
mas: reduzindo o número de elementos a ser indexado
- o que representou uma redução de alocação de memó-
ria considerável; e reduzindo o esforço de agrupamento
de coordenadas de distâncias iguais - reduzindo o custo
computacional envolvido na ordenação e agrupamento
das coordenadas por distâncias.

Figura 1: (a) Matriz com os valores das distâncias deter-
minadas pelos respectivos índices das células; (b) Re-
presentação da matriz com os respectivos índices das
células.

Figura 2: Exemplo de uma estrutura de gabarito de dis-
tâncias euclidianas, ordenado pela distância - I é o ín-
dice do elemento na tabela, D é a respectiva distância e
a terceira coluna representa o vetor de coordenadas.

2 O Método da Simetria

O método se baseou na geração de coordenadas de pon-
tos de uma circunferência, utilizando-se de simetria, a
partir de pontos contidos em uma seção de1

8de circun-
ferência [7]. Utilizando este princípio, pode-se otimizar
o tempo de geração da tabela de distâncias euclidianas,
ordenadas pela distância, considerando-se as caracte-
rísticas de simetria de uma matriz quadrada de largura
ímpar. Assim, para uma matriz de tamanho7x7 tem-
se a matriz apresentada na Figura 1(a). Observando-se
com mais atenção, pode-se verificar que todas as pos-
síveis distâncias distintas se concentram na metade do
primeiro quadrante, como é apresentada na Figura 3. O
conjunto de coordenadas dos elementos assinalados na
matriz da Figura 3 é aqui denominado de conjunto de
coordenadas bases, o qual é definido por (3), ondei e



j ∈ N .

Cb = (i, j)|0 ≤ j ≤ dim(Mnxn); j ≤ i ≤ dim(Mnxn)
(3)

Figura 3: Conjunto das células de distâncias distintas.

Considerando-se que, para manter sua simetria , a
matriz de distâncias euclidianas deve sempre ter tama-
nho ímpar N, o qual pode ser definido por:N = (dim ∗
2) + 1. Ondedim é o comprimento em número de ele-
mentos de matriz, do elemento central até à sua borda,
excluindo o próprio elemento central. No caso da ma-
triz da Figura 3 o valor dedim é três. Dessa forma
N = (3 ∗ 2) + 1, de onde se obtêm o tamanho da ma-
triz 7x7, cujo centro que contém o valor zero, está na
célula(4, 4), o qual de ser determinado em função de
dim por: C = dim + 1.

A quantificação do número total de elementos de co-
ordenadas base é determinada pelo número de elemen-
tos do centro da matriz à borda, isto é,dim + 1. deste
empilhamento é de comprimentodim + 1, o número
total de elementos de distância base(Ndb) é dado por
(eq. 4):

Ndb =
dim∑
k=0

(dim+1−k) = 0.5dim2+1.5dim+1 (4)

Para medir o desempenho do método, pode-se comparar
a razão entre o número de elementos de distância base,
pelo número total de elementos da matriz. Essa razão
indica qual o percentual de redução(Rn%) do número
de elementos a serem manipulados para a construção da
tabela de distância euclidiana(eq. 5).

Rn% =
Ndb

(2dim + 1)2
(5)

Quandodim é 1, a matriz será de3x3 e o número de
distâncias base será3. O que corresponde a aproxima-
damente33% do número total de elementos da matriz.
Quandodim tende a infinito, teremos (eq. 6:

lim
dim→∞

Ndb

(2dim + 1)2
= 12, 5% (6)

Nesta primeira etapa apresentada, foi possível obter
uma considerável redução no número distâncias a se-
rem geradas, o que representa um fator de ganho em ter-
mos de esforço computacional. Na segunda etapa desse
trabalho, são obtidas todas as coordenadas possíveis de
cada distância gerada, fazendo-se uso de simetria. Para
facilitar a análise da característica de simetria da matriz,
as Figuras 4(a-d) apresentam a mesma matriz da Figura
3, destacando os grupos de valores das distâncias. A
ordem de análise dos grupos de números é seguida pela
seqüência das Figuras: 4a, 4b, 4c e 4d.

• Primeiro grupo (Figura 3a): ocorrência.(x, y).

Para{(x, y)|x = y = 0};

• Segundo grupo (Figura 3b): ocorrências(x,y), (y,x),(-
x,y) e (x,-y).

Para: {(x, y)|(x = i, y = 0), onde0 < i ≤ dim}

• Terceiro grupo (Figura 3c): ocorrencias(x,y), (x,-
y), (-x,-y) e (-x,y).

Para: {(x, y)|x = y = i, onde0 < i ≤ dim}

• Quarto grupo (Figura 3b): ocorrências:(x,y) ,(y,x),(-
x,y),(-y,x),(-x,-y),(-y,-x),(x,-y) e (y,-x).

Para: {(x, y)|x 6= y ex.y 6= 0}

Identificadas as situações de simetria, pode-se agora
definir um algoritmo de geração do gabarito da trans-
formada da distância euclidiana, por simetria, a partir
do conjunto de regras de construção das coordenadas
de distância base:

1. Adicionar a coordenada base (x,y) no Vcd

2. Sex 6= y OU y 6= 0

adiciona-se ao conjunto Vcd o par(−x, y)

3. Sex 6= y

adiciona-se ao conjunto Vcd os pares
(y, x) e (y,−x)

4. Sey 6= 0

adiciona-se ao conjunto Vcd os pares
(x,−y) e (−x,−y)

5. Sex 6= y E y 6= 0

adiciona-se ao conjunto Vcd os pares
(−y, x) e (−y,−x)



Figura 4: Regiões de simetria: (a) grupo 1; (b) grupo 2; (c) grupo 3; (d) grupo 4.

2.1 Algoritmo para a geração da tabela de distân-
cias euclidianas

1. Para cada coordenada base (x,y):

- gerar a distância euclidiana da coordenada
base, e o Vcd, utilizando-se das Regras de
Construção do Vetor de Coordenadas da Dis-
tância.

- Inserir na Tabela de Distâncias Euclidianas
a distância gerada e seu respectivo vetor de
coordenadas Vcd.

2. Ordenar a Tabela de Distâncias Euclidianas pela
distância.

3. Varrer a Tabela de Distâncias Euclidianas Orde-
nada, atualizando o índice I (Figura 2) com o primeiro
valor 0(zero) para a primeira distância, e incremen-
tando o valor deste índice para todo elemento da tabela
que possuir a distância diferente do elemento anterior.
Caso o elemento tenha distância igual ao anterior, deve-
se agrupar o Vcd deste aoV cd do elemento anterior.
Este passo se faz necessário, pois as coordenadas bases
podem gerar distâncias iguais. Um exemplo que pode
ser citado, é a distância25 que pode ser gerada pela
coordenada base(0, 5) e seus simétricos, mas também
pode ser gerada por outra coordenada base(3, 4) e seus
simétricos, apesar de não possuírem(0, 5) e (3, 4) ne-
nhuma relação de simetria. O índice I comumente é uti-
lizado para mapear os níveis de distâncias em vez de se
utilizar o valor da distância propriamente dito (Figura
1a).

3 Resultados Experimentais

Os testes de tempo de geração do gabarito das distân-
cias euclidianas, foram feitos em um computador Pen-
tium IV 1.5GHz com512MB de RAM. Foi feito um
teste comparativo com um algoritmo convencional e os
resultados são apresentados na Tabela 1. Como pode-
se observar, o algoritmo de simetria apresentou um bom

desempenho em relação ao algoritmo convencional. Fazendo-
se a média dos tempos de cada tipo de algoritmo e calculando-
se a razão entre elas, tem-se como resultado a constata-
ção de um tempo de 17 vezes menor para o algoritmo
por simetria, mesmo possuindo a mesma complexidade
que o algoritmo convencional -O(n2). Esta melhora no
desempenho atribui-se à redução do número de intera-
ções obtida graças à observação e aproveitamento das
características de simetria dos elementos, não presentes
no algoritmo convencional.

Tabela 1: A coluna N indica o tamanho N da matriz dis-
tância; as colunas Alg. Simetria e Alg. Convencional
indicam o tempo gasto em milisegundos para os vários
valores de N.

N Alg.Simetria Alg.Convencional

101 20 40
251 65 531
501 420 6.300
1001 5.980 184.460
1251 18.607 323.195
1501 41.640 717.862
1751 80.526 1.356.871
2001 139.721 2.343.650

4 Conclusão

A partir das propriedades de simetria, utilizadas para a
construção de uma circunferência, foi possível identifi-
car as propriedades de simetria de uma matriz distância,
que por sua vez permitiu:

• identificar e quantificar o número de distâncias ba-
ses, sendo que a quantidade de distâncias necessá-
rias a serem geradas cai, no pior caso, para33%
do número de elementos da matriz (3x3) do mon-
tante original. Essa tende a cair rapidamente para
12, 5% (Figura 5), a medida que a largura da ma-
triz aumenta e;

• gerar, a partir de uma coordenada base, de uma
dada distância, todas as demais coordenadas onde



essa distância pode ser encontrada na matriz.

O algoritmo apresentado tornou a geração do gabarito
da dilatação exata,17 vezes mais rápida, em relação
ao algoritmo convencional devido: a sensível redução
das distâncias a serem calculadas e ordenadas e à dimi-
nuição do esforço de agrupamento das coordenadas de
mesma distância.

Figura 5: Gráfico Largura de Matriz X Percentual de
Redução./
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